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Resumen

En este articulo de revision se presenta el andlisis del error en la educacion matematica en el nivel superior.
Los principales hallazgos demuestran que los errores que cometen los estudiantes, al tomar cursos de area
basica, no son solo el resultado del desconocimiento de los procedimientos vistos en clase. En muchas
ocasiones los errores son el producto de una transferencia negativa de aprendizaje basada en un contenido
matematico desarrollado con anterioridad o vinculado con el nuevo contenido por aprender. En este sentido,
los errores pueden considerarse como parte de una fase inicial del proceso de aprendizaje y como tal deben
de asumirse por el docente. Finalmente, se presentan tipologias sobre la clasificacion de los errores.
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Introduccion

Dentro del desarrollo de una clase de matematicas es comun que los estudiantes cometan errores. La
importancia del andlisis de los errores radica en el hecho de que son un insumo que le permite al docente
reorientar la clase en términos de mejorar los procesos de ensefianza-aprendizaje de los estudiantes.
Ademas, favorecen la identificacion de conceptos, procedimientos o algoritmos que el estudiante adn no
comprende del todo.

El estudio de los errores no es nuevo. De acuerdo con Radatz (1979):

El andlisis del error en la educacién matematica tiene una larga historia tanto en Estados Unidos y
Alemania. Los métodos e hipétesis de investigacion del caso Americano sobre los errores tienen una larga
orientacién sobre el conductismo, mientras que en Europa los aspectos de la teoria de la Gestalty las ideas
de los reformadores pedagdgicos tuvieron gran influencia. (Pagina 163).

En este punto queremos destacar el hecho de que la Investigacion sobre los errores en matematicas se
desarrolla en su mayoria en términos de realizar una tipologia y que son escasos los estudios en donde se
analizan las posibles causas de estos.

En este sentido con el desarrollo de este articulo se inicia un proyecto cuyo fin Gltimo es identificar los errores
cometidos por los estudiantes del nivel superior del Departamento de Ingenierias en Minas, Metalurgia y
Geologia especificamente, en la UDA de Probabilidad y Estadistica que imparte uno de los autores, con el
fin de identificar las causas y proporcionar recomendaciones sobre acciones correctivas a los docentes de
las UDAs previas. Como punto de partida para el proyecto se consideran los siguientes articulos como
fundamentales Radatz (1979, 1980), Movshovitz-Hadar et. al (1989) y Colina y Romero (2020). Este dltimo
presenta una tipologia de errores para estudiantes de ingenieria.

El articulo esta dividido en tres secciones. La primera seccién se define el concepto de error en la educacion
matematica. En la segunda seccidn se presentan las principales lineas de investigacién sobre el error
destacando aquellos trabajos en donde se analiza este concepto en el nivel superior. Finalmente, se
presentan los principales hallazgos de la revisiébn de la literatura, ademas se realizan algunas
recomendaciones.
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El error en la educacion matematica

La matematica puede ser considerada en términos generales, como la ciencia del nimero y que tiene por
objetivo establecer patrones o relaciones. Por otro lado, la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
son procesos complejos en el que interfieren maltiples factores como lo son el curriculum, el docente, el
ambiente de aprendizaje, los aprendizajes previos, etc. Por lo cual, de acuerdo con Radatz (1979):

Una separacion nitida de las posibles causas de un error suele ser bastante dificil porque existe una
interacciébn muy estrecha entre las causas. Por otro lado, hay varios factores relacionados con el
aprendizaje matematico, por lo que el error sera de diferentes tipos segun estos factores. (Pagina 164).

Siguiendo la propuesta de Ray (2016), los errores se clasifican en dos tipos: deslices y errores de
procedimientos. Estos Ultimos son los que mas se han estudiado en la literatura. De acuerdo Ginsburg citado
por Ray (2016):

Los "deslices" son los errores que se producen por lapsus de memoria o por impulsividad del alumno. Por lo
general, este tipo de error no se refiere a los errores debido a la incomprension del alumno. Ocurre cuando el
estudiante no sigue un método particular. Los déficits de memoria, impulsividad, problemas de integracion visual o
motora también pueden ser responsable de este tipo de error. Por lo tanto, puede tener lugar aunque el estudiante
sepa bien el procedimiento. Estos a menudo se denominan errores por descuido y generalmente se incluyen en
errores de célculo o de signo (realizando la operacién incorrecta). Los investigadores explican que estos errores
también pueden ser considerados como errores en la implementacion de la estrategia. (Pagina 156).

Los errores de procedimientos pueden nombrarse como errores de patron. Radatz (1979) analiza estos
errores en el aprendizaje del algebra. De acuerdo con Ray (2016),

Estos errores son considerados como el problema méas grave porque indica la falta de comprension o la
comprensién incompleta del estudiante. Cuando un estudiante usa un procedimiento o estrategia inexacta o
ineficiente repetidamente se considera un error de procedimiento. Por lo general, la aplicacién incorrecta de una
regla o estrategia también es un ejemplo de este tipo de error. (Pagina 157).

En la tabla 1 se puede apreciar la tipologia propuesta por Radatz (1979).

Tabla 1. Errores de procedimiento

. Caracteristicas
Tipo -
béasicas

Manejo inadecuado
Dificultad del Lenguaje de la notacion y los

simbolos.

Incomprension de
Dificultad con la informacion espacial. representaciones

espaciales.

No se logra captar el

Dominio deficiente de las habilidades, los hechos y

los conceptos necesarios. principio esencial del

problema.

El alumno trata de
adivinar las
Asociaciones incorrectas y rigidez de pensamiento respuestas o no logra
manipular los
procedimientos.

El estudiante no tiene
R . conocimiento sobre
Aplicacion incorrecta de reglas y estrategias
cuél regla o

estrategia aplicar.
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A continuacion, ampliamos esta tipologia de errores tomada de la descripcion dada por Radatz (1979).
Errores debido a la dificultad del lenguaje

Las matematicas son como un "idioma extranjero" para muchos estudiantes. En el aprendizaje de las
matematicas, los estudiantes necesitan comprender conceptos matematicos; tienen que aprender algunos
simbolos bésicos; y necesitan ser enriquecidos con un poco de vocabulario. Al inicio de cualquier estudio de
las matematicas es necesario que los alumnos conozcan bien el idioma en el que se describen las situaciones
abordadas en la materia. Si el estudiante no tiene suficiente conocimiento sobre el lenguaje para entender la
descripcién de problemas y ejercicios puede cometer errores y que se incluiran en este tipo.

Errores debido a la dificultad con la informacion espacial

Los errores causados por dificultades en la obtencién de informacién espacial se denominan errores
espaciales. Cuando los problemas se representan mediante el uso de iconos, formas, signos o simbolos
visuales, se requiere que los estudiantes tengan nociones vinculadas al espacio. Por ejemplo, los estudiantes
pueden cometer errores en el contexto de los diagramas Venn-Euler debido a las dificultades para
comprender que las lineas representan limites.

Errores debido al dominio deficiente de las habilidades, los hechos y los conceptos necesarios

En este grupo se encuentran los errores estructurales. Estos errores surgen de la falta de comprension de
las relaciones involucradas en los diferentes componentes de un problema. Aqui el estudiante no logra captar
el principio esencial del problema. Cuando un alumno no utiliza su visualizacibn matematica para comprobar
en el proceso de resolucion de problemas, este tipo de error puede ocurrir.

Errores debido a las asociaciones incorrectas y rigidez de pensamiento

En este grupo se encuentran los errores arbitrarios y ejecutivos. Los errores arbitrarios tienen lugar cuando
el alumno se comporta de manera arbitraria y no sigue las instrucciones adecuadas. Estos errores se
caracterizan por la falla del alumno a adherirse al problema. A menudo resultan en adivinar o dar una
respuesta sin proporcionar una justificacion. El error ejecutivo se refiere al error en el que el estudiante no
logra manipular los principios matematicos. En estos casos, el alumno conoce los principios, pero no logra
comprender como los usa en la situacion dada.

Pippig citado por Radatz (1979) realiza una interesante clasificacion de este tipo de error

a) Errores de preservacion, en el cual los elementos Unicos de una tarea o de un problema predominan.

b) Errores de asociacién, que involucran interacciones incorrectas entre elementos.

c) Errores de interferencia, en los que distintas operaciones o conceptos interfieren entre si.

d) Errores de asimilacion, en los que una audicion incorrecta provoca errores al leer o escribir, etc.
Tales errores a menudo se clasifican como errores que son el resultado de la falta de atencion y
concentracion.

e) Errores de transferencia negativa en los que se puede identificar el efecto de una impresién errébnea
obtenida de un conjunto de ejercicios o problemas verbales.

Errores debido a la aplicacion incorrecta de reglas y estrategias

Cuando los estudiantes no aplican correctamente las reglas y estrategias matematicas, se le llama error de
procedimiento. Las soluciones apresuradas y la actitud de descuido del estudiante dan como resultado este
tipo de errores. Este tipo de errores pueden tener lugar cuando el estudiante no tiene claro qué regla se
aplicara para resolver determinando problema. Por otro lado, pueden ocurren cuando el conocimiento del
alumno es inadecuado para aplicar las reglas apropiadamente.

De acuerdo con Radatz (1979) esta tipologia nos sugiere los siguientes puntos de vista:

a) Los errores en el aprendizaje de las matematicas no son simplemente la ausencia de respuestas
correctas o el resultado de accidentes desafortunados. Son la consecuencia de procesos definidos
cuya naturaleza debe ser descubierta.
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b) Es plausible analizar la naturaleza y las causas subyacentes de los errores en términos de
mecanismos de procesamiento de la informacion del individuo.

c) Elandlisis de errores ofrece una variedad de puntos de partida para la investigacion de los procesos
gue los estudiantes utilizan al aprender matematicas.

d) La consideracion de los aspectos diagndésticos y causales de los errores podria brindar una ayuda
especifica a los profesores de matematicas al permitirles integrar su conocimiento al contenido del
plan de estudios.

En una investigacion mas reciente sobre errores cometidos por alumnos de Secundaria en matematicas,
Movshovitz-Hadar et. al (1989) hacen una clasificacion empirica de los errores, sobre la base de un andlisis
constructivo de las soluciones de los alumnos realizada por expertos. De acuerdo con la metodologia
propuesta determinan seis categorias descriptivas para clasificar los errores encontrados. Estas categorias
son:

Datos mal utilizados

Se incluyen aqui aquellos errores que se han producido por alguna discrepancia entre los datos que aparecen
en una cuestién y el tratamiento que le ha dado el alumno. Dentro de este apartado se encuentran los casos
en los que: se afladen datos extrafios; se olvida algin dato necesario para la solucion; se contesta a algo que
Nno es necesario; se asigna a una parte de la informacion un significado inconsistente con el enunciado; se
utilizan los valores numéricos de una variable para otra distinta; o bien, se hace una lectura incorrecta del
enunciado.

Interpretacion incorrecta del lenguaje

Se incluyen en este caso los errores debidos a una traduccion incorrecta de hechos matematicos descritos
en un lenguaje simbdlico a otro lenguaje simbdlico distinto. Esto ocurre al poner un problema en ecuaciones
expresando una relacién diferente de la enunciada; también cuando se designa un concepto matematico
mediante un simbolo distinto del usual y operando con él segln las reglas usuales; a veces se produce
también una interpretacion incorrecta de simbolos graficos como términos matematicos y viceversa.

Inferencias no validas l6gicamente

Esta categoria incluye aquellos errores que se producen por falacias de razonamiento, y no se deben al
contenido especifico. Encontramos dentro de esta categoria aquellos errores producidos por: derivar de un
enunciado condicional su reciproco o su contrario; derivar de un enunciado condicional y de su consecuente,
el antecedente; concluir un enunciado en el que el consecuente no se deriva del antecedente,
necesariamente; utilizar incorrectamente los cuantificadores; o también, realizar saltos injustificados en una
inferencia légica.

Teoremas o definiciones deformados

Se incluyen aqui aquellos errores que se producen por deformacién de un principio, regla o definicion
identificable. Tenemos en este caso la aplicacion de un teorema sin las condiciones necesarias; aplicar la
propiedad distributiva a una funcién no lineal; realizar una valoracion o desarrollo inadecuado de una
definicién, teorema o férmula reconocibles.

Falta de verificacion en la solucién

Se incluyen aqui los errores que se presentan cuando cada paso en la realizacién de la tarea es correcto,
pero el resultado final no es la solucién de la pregunta planteada; si el resolutor hubiese contrastado la
solucién con el enunciado el error habria podido evitarse.

Errores técnicos

Se incluyen en esta categoria los errores de calculo, errores al tomar datos de una tabla, errores en la
manipulacion de simbolos algebraicos y otros derivados de la ejecucién de algoritmos basicos. La
categorizacion de estos autores estd fundamentada mas en el conocimiento matematico que en el
procesamiento de la informacién. Cuando se intenta avanzar desde la descripcion de los patrones de error y
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las técnicas falsas hasta llegar a un andlisis de las causas de los errores en las cogniciones de los alumnos,
parece claro que la interpretacién en base al procesamiento de la informacion ofrece una base teérica mas
completa para la clasificacién de errores.

Lineas de Investigacion

La investigaciéon de los errores en educacion matematica tiene una larga tradicién. En Radatz (1980), se
presenta un estudio de las contribuciones mas significativas al andlisis de los errores hasta finales de los
afos setenta del pasado siglo, agrupando a los autores por paises y destacando los estudios en Alemania,
Unidn Soviética y Estados Unidos. En este Ultimo pais destaca la aportacién Brueckner (1935), citada en
Radatz, que junto con otros investigadores orientaron los trabajos sobre cinco objetivos:

1. Listar todas las técnicas potencialmente erréneas.

2. Determinar la distribucién de frecuencias de estas técnicas erréneas en los agrupamientos por
edades.

3. Analizar las dificultades especiales.

4. Determinar la persistencia de técnicas erroneas individuales.

5. Tratar de clasificar y agrupar los errores.

Por otro lado, de acuerdo con Socas (2007) existe una linea de investigacién en el estudio de los errores en
educacion Matemética en donde se caracteriza por reconocer que los errores son también producto de otras
variables del proceso educativo: profesorado, curriculo, contexto (sociocultura, institucional) y de sus
interacciones, lo que pone de manifiesto la complejidad para analizar los errores en el aprendizaje de las
Matematicas, y la necesidad de tener marcos tedricos para el analisis y la explicacion de los mismos, como
sefialaba Radatz (1979).

Ademas, Socas (2007) expresa que de esta linea de trabajo sobre el andlisis, clasificacién y causas de los
errores, se tiene que: en primer lugar, algunas investigaciones ponen de manifiesto la categorizacion de los
errores fundamentandose, exclusivamente en el conocimiento matematico; en segundo lugar, las
investigaciones que combinan resultados empiricos con algunos supuestos sobre las estructuras mentales y
ciertas leyes generales del procesamiento humano de la informacién, es posible predecir algunos patrones
comunes de los errores, es decir, que las interpretaciones que toman como base tedrica algunos principios
del procesamiento de la informacion ofrecen versiones mas completas de las clasificaciones de los errores;
en tercer lugar, a partir de estos informes sobre la clasificacion de los errores y su frecuencia,
desafortunadamente, no se puede explicar su origen y en consecuencia no podemos aportar un trato
sistematico a los mismos.

En un esfuerzo por contribuir al problema planteado por Radatz (1979) y Socas (2007), los autores Colina y
Romero (2020) proponen una tipologia de los errores en el nivel universitario con sus respectivos indicadores.

1. Errores debido a los conocimientos previos ECP
2. Errores debido al lenguaje matematico ELM
3. Errores debido al razonamiento ER

4. Errores debido al procedimiento EP

5. Errores debido a la tecnologia ETC
6. Errores debido a la transferencia ETR
7. Errores de representaciones graficos ERG
8. Errores debido al azar EAZ

Figura 1. Tipologia de errores para el nivel universitario propuesta por Colina y Romero (2020).
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Los indicadores debidos a los conocimientos previos se pueden apreciar en la Figura 2.

CP1: Ejecuta mal operaciones aritmeéticas.
CP2: Reduce mal términos semejantes.
CP3: Realiza factorizaciones defectuosas o no las realiza.
CP4: Aplica mal propiedades de las potencias.
CPS:  Aplica mal propiedades de las raices.
CP6: Aplica mal propiedades de los logaritmos.
Errores debidoa | cp7: Aplica mal propiedades de las funciones trigonométricas.
los conocimientos | cpg: Aplica mal identidades trigonométricas.

previos (ECP) [ cpo: Propone valores incorrectos para evaluar las funciones
trigonomeétricas en los angulos notables.
CP10: Cancela factores distintos en una fraccion.
CP11: Desarrolla de manera inadecuada los productos notables.
CP12: Realiza defectuosamente la completacion de cuadrados

CP13: Desconoce los valores de las funciones para los dngulos
notables.

Figura 2. Tipologia para errores y sus indicadores tomados de Colina y Romero (2020)

Conclusiones

Dentro de las principales conclusiones estan las siguientes:

1. La mayoria de los estudios sobre los errores en mateméaticas se basan en la construccién de una
tipologia y son escasos los trabajos que se centran en identificar las causas de tales errores.

2. Los errores en el aprendizaje de las matematicas no son simplemente la ausencia de respuestas
correctas o el resultado de accidentes desafortunados. Son la consecuencia de procesos definidos
cuya naturaleza debe ser descubierta.

3. Es plausible analizar la naturaleza y las causas subyacentes de los errores en términos de
mecanismos de procesamiento de la informacion del individuo.

4. Elanalisis de errores ofrece una variedad de puntos de partida para la investigacion de los procesos
gue los estudiantes utilizan al aprender mateméticas.

5. La consideracion de los aspectos diagnésticos y causales de los errores podria brindar una ayuda

especifica a los profesores de matematicas al permitirles integrar su conocimiento al contenido del

plan de estudios. En este sentido es importante validar trabajos como De la Torre (2004) o Rushton

(2018).

La determinacion y validacion de Indicadores para una tipologia de errores es de suma importancia.

7. Las interpretaciones que toman como base tedrica algunos principios del procesamiento de la
informacién ofrecen versiones mas completas de las clasificaciones de los errores.

e
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