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Resumen

El conocido modelo logistico modela poblaciones tomando en cuenta la poblacién inicial, la tasa de
crecimiento y la poblacion maxima; una caracteristica de este modelo son las soluciones constantes
correspondientes a la extincion y a la saturacion de la poblacién. La version estocastica de este modelo
considera la poblacién como un proceso de It6 donde se afiade ruido gaussiano a la tasa de crecimiento.
Haciendo uso de simulaciones y del método de exceso de umbrales se analiza la cola de distribucion de los
tiempos de extincion, la cual no es calculable de manera analitica y es poco lo que se conoce sobre su
comportamiento, al menos en el sentido asintético.

Palabras clave: Ecuaciones Diferenciales Estocasticas, Modelo Logistico, Teoria de Extremos,
Simulaciones.

Introduccion

Los modelos logisticos estocasticos no son algo reciente, incluso (Levins, 1969) empez6 a considerar efectos
aleatorios en distintos modelos de poblacién. Desde entonces mucha investigacion y aplicaciones se han
hecho en el tema, por ejemplo, (Shah, 2013) creé nuevos modelos logisticos para estudiar poblaciones de
peces, (Calatayud, 2020) usé un modelo logistico con capacidad de carga variante para estudiar la biomasa
de bacterias en la piel y (Roy, 2021) usé un modelo logistico con tasa de crecimiento variante para estudiar
la proliferacion de células.

En este tipo de modelos, los cuales usualmente son aplicados para modelar tamafios de poblaciones a lo
largo del tiempo, es de interés conocer la distribucion del tiempo al cual la poblacién llega a cero, conocido
en este contexto como tiempo de extincion.

Existen pocos resultados sobre la distribucién de probabilidad exacta de tales tiempos, algunos de los cuales
pueden encontrarse en la literatura clasica de procesos estocasticos o en articulos especializados [ver, por
ejemplo, (Norden, 1982) y las referencias dadas]. En dicho trabajo, el autor obtuvo formulas para calcular los
momentos de los tiempos de extincién de un modelo logistico. Posteriormente, en (Golec, 2003) se propone
una variante del modelo logistico sobre la que, hasta donde entendemos, no se ha dicho mucho acerca de la
distribucion del tiempo de extincién asociado.

Dado lo anterior, en este articulo estudiamos la distribucién del tiempo de extincion del modelo dado en
(Golec, 2003) utilizando simulaciones numeéricas y la Teoria de Valores Extremos, la cual ha demostrado a lo
largo de diversos estudios, ser una herramienta util para hacer aproximaciones de diversas cantidades
utilizando cantidades consideradas como extremas (cabe mencionar que el tiempo de extincion en si, ya es
considerado un valor extremo en la literatura de dinamica de poblaciones).

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la seccion 2 introducimos el modelo logistico de interés
y sus caracteristicas principales, en la seccion 3 se aclara lo que es un tiempo de extincién y como simularlo.
Por su parte, la seccion 4 presenta una breve introduccién a la Teoria de Valores Extremos necesaria para
entender el método de exceso de umbrales. Posteriormente, en la seccion 5 se presenta el andlisis realizado
utilizando dicha metodologia y los resultados obtenidos. Finalmente, en la seccion 6 presentamos las
conclusiones del estudio realizado y discutimos una avenida para mas investigacion en el futuro.
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Modelo logistico

Version determinista

Recordemos que el modelo logistico de poblacion esta dado por la ecuacion diferencial ordinaria
P'@®) =r®PMOM-P@®)], P, =P(0)

donde P(t) es la poblacion en el tiempo t, r(t) es la tasa de crecimiento y M es la poblacion maxima o
“capacidad de carga”. La ecuacion anterior tiene dos soluciones constantes, P(t) = 0 correspondiente a la

extincion de la poblaciéon y P(t) = M correspondiente a la saturacion de la poblacién. Haciendo uso de la

transformacion y(t) = % — 1 obtenemos la ecuacion diferencial

Py
Yy =-Mr@QyOI+y®]  yo=5-1L
Ahora las soluciones constantes son y(t) = —1, correspondiente a la extincion y y(t) = 0 correspondiente a
la saturacion. En otras palabras, hemos “normalizado” las soluciones constantes. Suponiendo que r es
continua, la ecuacion anterior tiene solucion
yoe—MR(t)
1+ yo[1 — e~ MRO]’

¢
y() = R(t) = J; r(s) ds.

En el caso particular donde se tiene una tasa de crecimiento constante, la solucién se simplifica a

—Mrt

Yo€

YOS Ty a—e

Con la solucién en mano, es aparente que si r > 0 entonces y(t) = 0y, similarmente, si r < 0 entonces
y(t) = —1. En términos del modelo, lo anterior dice que si la poblacion crece, esta crecera hasta saturarse;
si la poblacion decrece, esta disminuira hasta extinguirse.

Version estocastica

Para obtener la version estocastica del modelo logistico, agregaremos un término aleatorio a la tasa de
crecimiento. Siendo precisos, supongamos que r(t) = r(t) +n, donde r es una funcion real y n, es ruido
gaussiano con intensidad o(t), i.e., la colecciéon de variables aleatorias {n.,t = 0} es independiente y 1, ~
N(O, az(t)). Como o (t) es un factor de escala en la distribucidon normal, obtenemos el diferencial estocastico
n: dt = a(t) dB, donde B, es un movimiento Browniano. Si substituimos r en el modelo logistico, expandimos
y usamos el diferencial estocastico mencionado, obtenemos el problema de valor inicial de It6’

dy, = —Mr(©)y.[1+ y,] dt — Ma(t)y,[1 + y,] dB,.

De igual manera que la versién determinista, el modelo logistico estocastico tiene soluciones constantes y, =
—1yy, = 0, sin embargo, la convergencia a dichas soluciones requiere condiciones mas fuertes descritas en
los Teoremas 1y 2. Por simplicidad denotaremos y(t, y,) como el proceso de It6 anteriormente descrito con
condicion inicial y,.

1se puede considerar también el problema de valor inicial de Stratonovig, este tiene propiedades distintas y es discutido en (Golec, 2003).
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Teorema 1: Si existe ¢ > 0 tal que paratodot >0

o?(t)+e< ZET(t)

entonces se cumple que para todo y, € (—1,0), y(t,y,) — 0 casi seguramente conforme t — oo.

En términos del modelo, el Teorema 1 pide una sencilla condicién que relaciona la intensidad del ruido, la
tasa de crecimiento y la poblacién inicial para garantizar que la poblacion aumente hasta saturarse
independientemente de la poblacion inicial.

Teorema 2: Si existe ¢ > 0 tal que paratodot >0
2r(t)
M

entonces se cumple que para todo y, € (—1,0), y(t,y,) — —1 casi seguramente conforme t — oo.

—o?(t)—e>

Andlogamente al Teorema 1, el Teorema 2 pide una sencilla relacién para garantizar que la poblacion
disminuya hasta extinguirse sin importar la poblacién inicial. Si se cumple ninguna de las condiciones de los
Teoremas 1 o0 2, (Golec, 2003) argumenta que entonces y, converge casi seguramente a —1 o 0, es decir, la
poblacién puede saturarse o extiguirse.

Mo2(t) Mo2(t)
=z ==

-5 0 + 4
] | [
| | L
Extincion Extinciéon o saturacion Saturacion

Figura 1. La recta real representa el valor de r(t), los distintos sectores indican el estado hacia el cual converge la poblacién, § > 0 es arbitrario.

Simulacion numérica y tiempos de extincion

Simulacion determinista y estocastica

Simular el modelo logistico determinista es sencillo dado que tenemos su solucion explicita vista en la seccion
2.1. Por su parte, el modelo logistico estocastico no tiene soluciones explicitas conocidas y aunque las tuviera,
tendriamos que conocer la distribucion de alguna integral de It§, lo cual puede ser muy complicado. Por lo
tanto, simularemos el proceso numéricamente usando el esquema de Milshstein de segundo orden.
Suponiendo que r y o son constantes, este esquema esta dato por la relacion recursiva

Mo?(1+ 2yy) Mo?(1 + 2y, )N?
Vi1 = Vi — My [1 + y4] [h <f+f —o(1+ )N +fk

donde h > 0 es el tamafio de salto de la simulaciéon y N, ~ N(0, h) son variables aleatorias independientes.
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En un contexto real, aun si sabemos que una especie se extinguird debido a su negativa tasa de crecimiento,
no podemos predecir realisticamente el momento en el cual ocurrira la extincion, por lo tanto, tiene sentido
considerar el modelo logistico estocastico y sus simulaciones para estudiar la distribucion de los tiempos de
extincion. Como en teoria nunca se alcanza realmente la extincion o saturacion, definimos una cota € > 0
para juzgar si la poblacién se extinguié o no. Formalmente definimos el tiempo de extincion t, como

T.=inf{t=0|y, <e—1}.

En otras palabras, 7, es la variable aleatoria cuyo valor nos indica el primer tiempo en el cual el proceso y,

extincion.

es menor o igual a € — 1. En lo que resta del documento, se usara ¢ = 0.01 para definir los tiempos de

Introduccion a la Teoria de Extremos

Es de natural interés estudiar la ocurrencia de eventos extremos y su probabilidad, tales como fuertes
terremotos, sequias largas, etc. En pos a este resultado se desarroll6 la Teoria de Extremos, la cual estudia
las propiedades asintéticas de los maximos de alguna sucesion de variables aleatorias idénticamente
distribuidas e independientes. A continuaciéon se verd una breve y corta introduccion a esta teoria y en
particular se veran los resultados necesarios para entender el método de exceso de umbrales el cual

aplicaremos en la seccién 5.

Distribuciones de extremos y dominios de atraccion

Supongamos que tenemos una sucesién de variables aleatorias X, idénticamente distribuidas e
independientes (iid por sus siglas en inglés) con funcién de distribucion comun F. Si definimos M, =
max{Xy, k < n} el maximo de las primera n variables aleatorias, se cumple que M,, converge en distribucion
a wp = sup{x | F(x) < 1}, el extremo derecho de F. Lo anterior no nos da mucha informacién acerca del

comportamiento asintético de los maximos, entonces se estudia la convergencia de los maximos
. My —b. . . .
normalizados % por medio del Teorema de Fisher — Tippet.

n
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Teorema 3 (Fisher — Tippet): Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias iid. Si existen sucesiones
b, P . g . .

de constantes a,, >0 y b, € R tales que Yn=bn converge en distribucidon a una variable aleatoria L,

entonces L tiene una de las siguientes funciones de distribucion:

Distribucién Fréchet:

—_ -a
He(x) = exp (- [_ %] )1(,4,00)(96), UER a>0,0>0.

Distribucion Gumbel:

Hg(x) = exp (—exp [— ?]) UER,0>0.

Distribucion Weibull:

x—u®
Hy (x) = 100 (x) + €xp (— [— T] ) 1 ow®), HERa>0,0>0.

Las distribuciones anteriormente mencionadas se conocen como las distribuciones de extremos.
Considerando lo anterior, la siguiente definicion tiene sentido ya que clasifica a las distribuciones que cumplen
las condiciones del Teorema de Fisher — Tippet.

Definicion 1: Sea H una funcion de distribucion de extremos, definimos su dominio de atraccion maximal
D(H) como el conjunto de funciones de distribucion

D(H) = {F | lim F™(ayx + by) = H(x)},

donde a, > 0y b, € R. Notese que F™(a,x + b,,) es la funcién de distribucién de Mn—bn

an

Caracteristicas de los dominios de atraccion

Determinar el dominio de atraccién de una distribucion (si es que tiene) es util ya que se conocen muchas
propiedades de cada dominio obteniendo asi mas informacién de la distribucion. Esto es especialmente util
en un contexto practico donde no se conoce explicitamente la distribucién por tratar como es nuestro caso. A
continuacién se listan tres teoremas con la propiedades mas importantes de cada dominio de atraccion.

Teorema 4 (Dominio de atracciéon Fréchet): Una funcién de distribucion F pertenece al dominio de
atraccion Fréchet si y solo si wp = oo y F € RV, es de cola de variacién regular con indice a > 0, es decir,

para todo x > 0,
F(tx)
tgg F(t) =X

-

Teorema 5 (Dominio de atraccion Weibull): Una funcién de distribucion F pertenece al dominio de

atraccion Weibull si y solo si wz < o y la funcién de distribucion F,(x) = F(wr —x~1) es de cola de
variacion regular.
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Teorema 6 (Dominio de atraccion Gumbel): Una funcion de distribucion F pertenece al dominio de
atraccion Gumbel si y solo si existe z < w tal que

F(x) = c(x)exp <— fx% dt), x € (z, wg)

donde ¢ y g son funciones medibles tales que lim c¢(x) >0y lim g(x) = 1. a es una funcién positiva,
XoWF XoWF

absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue y con densidad a' tal que lim a'(x) = 0.
XoWF

Funcion de excesos promedio

Los Teoremas 4, 5y 6 nos dan maneras para verificar si alguna funcion de distribucién tiene algin dominio
de atraccion, sin embargo, en nuestro contexto no son utiles dado que se requiere saber cual es la distribucién
de manera explicita, por lo tanto, se introduce la funcidon de excesos promedio (FEP).

Definicion 2: Dada una variable aleatoria no negativa X con funciéon de distribucion F, definimos su
funcién de exceso promedio e como

er(uW) =E[X—u|X>u], F(u)>0.

Esta funcion es muy importante porque se comporta de manera distinta asintéticamente en cada dominio de
atraccion como lo muestran los Teoremas 7, 8 y 9 a continuacion.

Teorema 7 (FEP Fréchet): Si F es una funcion de distribucién con dominio de atraccion Fréchet, se
cumple que

lim w> 0.

u—oo u

Teorema 8 (FEP Weibull): Si F es una funcion de distribucion con dominio de atracciéon Weibull, se
cumple que

li er(uw) _
im —==

u-wr U

0.

Teorema 9 (FEP Gumbel): Si F es una funcién de distribucién con dominio de atraccion Gumbel y wp =
oo, se cumple que

li er(u) _
im —==

u—oo u

0.

Si wgp < o, se cumple que

. er(uw)
lim =
Uu-wr W — U

0.

Aunque los resultados anteriores son relativamente sencillos de verificar, en la practica no se sabe cual es la
funcién de excesos promedio por lo que se emplea la funcién de excesos promedio empirica (FEPE).
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Definicién 3: Dada una muestra {X,, k < n} de variables aleatorias iid con distribucion F, definimos la
funcién de excesos promedio empirica como

1
epr(u) = mke;u)()(k —u)

donde A, (u) = {k | X, > u}. Si sucede que A, (u) = @, definimos e, z(u) = 0.

Se ha de tener precaucion al usar esta herramienta, los Teoremas 7, 8 y 9 no dicen que si la funcién de
excesos promedio presenta el comportamiento asintético adecuado, la distribucién asociada pertence al
dominio de atraccidon correspondiente. La funcion de excesos promedio solo sirve para descartar posibles
dominios de atraccion.

Exceso de umbrales

Aunque conocer el dominio de atraccion de una distribucién desconocida es util, no nos da nada cuantitativo
para calcular probabilidades asociadas a un conjunto de datos, por suerte, la Teoria de Extremos tiene un
resultado que nos ayudara con este problema pero antes veamos dos distribuciones importantes.

Definicién 4: Definimos la distribucion generalizada de valores extremos (DGVE) como

exp <— [1 +& (x ; b)]_§_1>, £#0

L

Hf,a,b (X) =

donde x es tal que 1+ <=2 > ¢,

a

Esta distribucién es importante dado que encapsula las tres distribuciones de extremos. Sié > 0,§ =00¢ <
0, la DGVE puede ser reparametrizada para obtener las distribuciones Fréchet, Gumbel o Weibull
respectivamente.

Definicién 5: Definimos la distribucion generalizada de Pareto (DGP) como

()T e

ap(x) =
P 1—exp<—¥) , &=0

donde x >bsié>0 yOSxS—§+bsif<0.

La distribucién anterior es la protagonista del Teorema de Pickands — Balkema — de Hann explicado a
continuacion.

Teorema 10 (Pickands — Balkema — de Hann): F € D(H, ) si y solo si existe una funcion positiva y
medible a tal que

. F(x +u)
lim sup |—

uswp Fw

donde el supremo se toma para x € [0, wg — u).

- pf,a(u),()(x) =0

En términos aplicables, el Teorema de Pickands — Balkema — de Hann nos dice que para umbrales u
suficientemente grandes, es posible aproximar F(x + u) = F(u)Pg q,0(x).
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El método de exceso de umbrales aplicado

Explicada la teoria, procedemos a aplicarla para analizar la distribucion de los tiempos de extincion. Siendo
precisos, usaremos la FEPE y el extremo derecho para descartar dominios de atraccion, fijaremos un umbral
u Yy luego estimaremos parametros adecuados para usar el Teorema de Pickands — Balkema — de Hann y
aproximar la cola de la distribucién con la DGP.

Usando el lenguaje de programacion R, simulamos 100,000 tiempos de extincion con los pardmetros
descritos en la figura 2 y un tiempo maximo de simulacién 100.

Histograma y grafica de dispersion

Nuestro primer objetivo serd determinar si la distribucién de los tiempos de extincién tiene extremo derecho
finito o infinito. Para este propdsito se muestra un histograma y una grafica de dispersién de los tiempos de
extincion.

Histograma de tiempos de extincion
| | | |

2,000 |- Al |

2 1.000

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tiempo de extincion

Figura 3. Muestra de 30,000 tiempos de extincion con los mismos pardmetros que en la figura 2. Se simulé hasta el tiempo 100 para capturar
virtualmente todos los tiempos de extincién, sin embargo, solo se muestran los tiempos menores o iguales a 50.

60

Tiempo de extiniaon

20

0e+00 26404 4e404 Ber04 Be+04 1e+05

Indice

Figura 4. Grdfica de dispersion de los 100,000 tiempos de extincion
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Como podemos apreciar, no aparenta haber un valor maximo que los tiempos de extincion puedan tomar, por
lo tanto, supondremos que wy = oo descartando asi el dominio de atraccién Weibull..

Funcion de excesos promedio empirica

Para seguir descartando dominios de

atraccion, graficaremos la funcién de

excesos promedio empirica e, (1) y su

» en,F(u)
u

version “reescalada
caso, n es 100,000).

(en nuestro

De la primera grafica de la figura 5 ;
podemos apreciar que la FEPE H
obtenida parece ser una funcidon
creciente que diverge a infinito, sin
embargo, es la figura 6 la que nos
interesa realmente. En la primera
grafica de la figura 6, podemos apreciar
que la FEPE reescalada decrece.
Puede parecer que decrece hasta
converger a 0 lo cual descartaria el
dominio de atraccion Fréchet, sin
embargo, si observamos la segunda  Figyra 5. FEPE con dominio [10,50].

grafica podemos apreciar que se llega

a un tipo de minimo indicado por la linea

horizontal. Esto sugiere que la FEPE reescalada converge a alguna constante positiva descartando asi el
dominio de atraccién Gumbel, en otras palabras, no hemos encontrado evidencia en contra del dominio de
atraccion Fréchet y por lo tanto, es sensato pensar que en efecto la distribucién esta en el dominio de
atraccién Fréchet.

Se ha de notar que se puede graficar hasta un dominio [0,100], sin embargo, esto es poco recomendable
dada la poca cantidad de datos mayores a 50 (se pueden apreciar datos individuales en la segunda grafica
en forma de ‘picos’) y el hecho que la FEPE reescalada puede diverger conforme u tiende a 0, ademas, no
hay tiempos de extincion menores a ~3.
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Exceso Promedio Empirico normalizado
030 035
L L

025
L

020
L

Exceso Promedio Empirico normalizado

Figura 6. FEPE reescalado con dominios [10,50] y [40,60].

Seleccion de umbral

Ahora es momento de seleccionar un umbral para luego ajustar una distribucion generalizada de Pareto. Esto
debe hacerse con algo de cuidado; si por un lado se escoge un umbral demasiado pequefio, la DGP no va a
aproximar bien la cola posterior al umbral, si por otro lado se escoge un umbral demasiado grande, no se van
a tener suficientes datos para ajustar la DGP de manera correcta causando demasiado sesgo y varianza en
la estimacion de sus pardmetros. Agregado a esto, siempre se desea un umbral lo menor posible para asi
captar una mayor proporcién de los datos.

Una manera de hacer la seleccion es graficar los parametros de forma y escala estimados de la DGP variando
el umbral, hecho esto, se busca alguna seccién donde los parametros sean relativamente constantes respecto
al umbral y se selecciona como umbral el menor de los valores de esta seccion, se suele sugerir buscar
umbrales entre los cuantiles empiricos qg 95 Y q¢.99-
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Estimacion de parametro de escala

30 35 4.0
1

Parametro de escala

2.0
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\\‘ n WM ‘w“

|

Estimacion de parametro de forma

a \ “M‘\ by

ﬂ‘ Wlf\’ﬁ 1 '\N(‘M\ pﬂ»ﬁ\ uwv ‘\ ‘

M i fk \W\F“\ W M'
Vl

0.16

vt

\ /J /1)
D\wa‘Mm .W ﬂ |

Parametro de forma

0.10

20 22 24 26

Figura 7. Estimacion de pardmetros de la DGP para umbrales entre 18.83 y 27.34.

En nuestro caso sucede que qq95 = 18.83 y qg.99 = 27.34 lo cual explica el dominio usado en la figura 7. Como
podemos apreciar, los parametros de forma? y escala son relativamente constantes en los subintervalos 18.83
y 22 por lo que escogemos como umbral u = gy 95 = 18.83.

Verificacion de ajuste

Con nuestro umbral seleccionado, podemos hacer el ajuste de la DGP a los datos posteriores al umbral
usando una vez mas el paquete ismev en R. Haciendo esto obtenemos parametros de forma y escala

§=0169 y a=4652

respectivamente. Notese que en el Teorema de Pickands — Balkema — de Hann, el pardmetro de forma ¢ es
el mismo para la DGP y para la DGVE, por lo tanto, nuestra estimacién del parametro de forma coincide con

2 Las graficas en la figura 7 fueron hechas con el paquete ismev de R. Para estimar los parametros, ismev usa el método de maxima verosimilitud (MLE
por su sigla en inglés).
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nuestra sospecha que la distribucion de los tiempos de extincion pertenece al dominio de atraccion Fréchet.
Para verificar la precision de nuestro ajuste, veamos las graficas PP y QQ en la figura 8.

Grafica PP DGP

®
=

Probabilidades tedricas

Grafica QQ DGP

T T T T
0 10 20 30 40

Cuantiles teéricos

Figura 8. Grdficas PPy QQ de los datos sobre el umbral seleccionado menos dicho umbral comparado con la DGP ajustada. Como muestra para la
grdfica PP se usarons todos los datos procesados, como muestra de probabilidades para la grdfica QQ se usaron 0, 1%, ..., 100%.

Podemos notar que las graficas PP y QQ son casi totalmente rectas, es decir, las probabilidades y cuantiles
tedricos y empiricos coinciden casi perfectamente lo que indica un muy buen ajuste del modelo a los datos.

Como ultima prueba, en la figura 9 se compara la distribucion empirica de una muestra de 1,000,000 de
tiempos de extincién con la aproximacion F (x + u) = F(u)Pg¢ q,0(x), s decir, F(x) = 0.95 + 0.05P¢ 5 o(x — w).
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Figura 9. Comparacion de la distribucién empirica y la aproximacion, nétese como ambas grdficas son casi indistinguibles.

Esta prueba muestra que la aproximacién mencionada es capaz de extrapolar tiempos de extinciéon por
encima del umbral u = 18.83, es decir, es una aproximacion muy util.

Conclusiones

Considerando los resultados descritos en la seccién 5.4, se puede concluir que hay suficiente evidencia
empirica para decir que:

1. El tiempo de extincion del modelo logistico estocastico con los parametros descritos en la figura 2
tiene una distribucién perteneciente al dominio de atraccién Fréchet, es decir, es una distribucion
con cola de variacion regular.

2. Con el umbral correspondiente al cuantil empirico del 95%, se puede aproximar eficazmente la
distribucion de los tiempos de extincién mas grandes (que exceden el umbral) con la distribucién
generalizada de Pareto con parametros de forma y escala ¢ = 0.169 y a = 4.652 respectivamente.

Se ha de notar que como los tiempos de extincion son producto de un objeto puramente matematico, la
conclusién 1 es una proposiciéon matematica, por lo tanto, se requiere de una demostracién formal para
aseverar con total seguridad la conclusion 1; dicha demostracién podria ser un camino para mas investigacion
en el futuro.

Por otro lado, también resultaria interesante considerar un modelo basado en una ecuacion diferencial
estocastica en la que la integracion sea respecto a un proceso distinto del movimiento browniano.
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