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Resumen

La asignatura de control en los programas educativos de ingenierias aborda
generalmente el estudio de conceptos de sistemas lineales e invariantes en
el tiempo y de controles lineales. Se aborda tanto el andlisis de respuesta en
el tiempo como en la frecuencia. El uso de prototipos de sistemas
mecanicos y mecanicos y electronicos permite a los estudiantes comprender
los conceptos en sistemas fisicos y extender estos conceptos a otro tipo de
sistemas en los que no sean tan claros los comportamientos de los sistemas
en lazo abierto y lazo cerrado. En este documento se estudia el sistema de
una esfera sobre plataforma actuada de dos grados de libertad. Este tipo de
sistemas son utilizados con propésitos educacionales. Se obtiene el
modelado matemaético del sistema utilizando las ecuaciones de movimiento
de Euler-Lagrange y se propone un controlador proporcional-integral-
derivativo sobre el modelo linealizado para la estabilizacion de una posicion
de la esfera sobre la plataforma. Se presentan resultados de simulacion

numeérica.
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Introduccion

La ingenieria de control es una rama de la ingenieria que ha aportado al avance
tecnoldgico contribuyendo con otras ramas como la robdtica, la mecanica, y la
electronica. Resulta transcendental entonces proveer de prototipos de sistemas
controlados que permitan mejorar el aprovechamiento de estudiantes, por ejemplo
de nivel licenciatura, en las asignaturas de ingenieria de control. En este trabajo se
aborda el sistema de una esfera que rueda libremente, sin deslizamiento, debido
al efecto de la gravedad sobre superficie cuya inclinacion puede modificarse
mediante dos grados de libertad. Este tipo de sistemas han sido estudiados,
implementados y controlados de diferentes maneras. Por ejemplo el sistema de
bola y viga el cual tiene como propdsito controlar la posicion de la pelota mediante
el control de la viga [1], [3], el péndulo invertido [2], es un servo mecanismo que
consta de un riel sobre el cual se puede deslizar un carro, sobre este esta
montado un péndulo que puede girar libremente. Mientras que el sistema de
esfera [4], [5], [6] sobre superficie es un mecanismo donde rueda libremente una
esfera mientras que el mecanismo actia para modificar la posicién de la esfera.
Siendo un sistema no lineal con dos grados de libertad o 2DOF por sus siglas en
inglés (Degree of freedom) [7] o mas DOFs [8], con objetivos de seguimiento de
trayectorias y estabilizacion de posiciones, se suele utilizar un control PID para
estabilizar posiciones. En [9] se proponen técnicas de control difuso y control de
modos deslizantes para realizar la estabilizacibn de posiciones. En [8] se
comparan tres controladores, un control LQR, un control polinomial LQ y un
controlador basico PD para estabilizar posiciones de la esfera utilizando un robot
manipulador como mecanismo de accionamiento. En [10] se presenta un sistema
de 6DOF, balanceador de esfera de basquetbol sobre una plataforma, que se
basa en un robot industrial serie. En [11] se presentan resultados de simulacion de
una red neuronal PID basada en un algoritmo genético donde este Ultimo se usa
para obtener los factores de peso de la red neuronal. En este trabajo se presentan
resultados de simulacién del analisis y el modelo matematico del sistema de

esfera sobre superficie.
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Objetivos
1. Estudiar el estado del arte en prototipos demostrativos de sistemas de
control.
2. Modelar el sistema de esfera superficie.
3. Considerar un control PID y obtener simulaciones de lazo cerrado mediante
el modelo obtenido.

Justificacion

En este proyecto se plantea estudiar, modelar y controlar en simulacion
numérica, un sistema de esfera sobre superficie con un el objetivo de la
construccion posterior de un prototipo didactico de sistema de control basado en
una plataforma mecénica y electrénica. Este tipo de prototipos tiene como objetivo
fortalecer el proceso de ensefianza en las asignaturas de control clasico a nivel
licenciatura. Se espera que el prototipo pueda aportar una mejor comprension de
los conceptos de control para la asignatura de control. Con el disefio de un
prototipo académico demostrativo se podra conocer en mayor medida el
comportamiento de diversas variables de control. Por otro lado mediante el
prototipo se espera obtener un método para medir distintas variables o conceptos
basicos de la ingenieria de control, las plataformas didacticas ayudan a los
estudiantes de ingenieria a comprender los sistemas de control de una forma

practica y relativamente simple.

Metodologia

Se describe a continuacion la formulacion de Euler-Lagrange que permite
obtener el modelo del sistema. Esta formulacién permite obtener las ecuaciones
de movimiento para mecanismos y se deriva de la funcién Lagrangiana £L(q, q). La
definicion de esta funcién hace uso de la energia cinética y la energia potencial de
un sistema y esta dada por £(q,q) = K(q,q) —V(q). Las variables q y § denotan
los vectores de posiciones u orientaciones y de velocidades respectivamente. La
energia cinética esta dada por K(q,q) = (1/2)¢TM(q)q. Sea 1; la fuerza o torque

externo aplicado al sistema. Entonces las ecuaciones de movimiento dinamicas
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pueden ser desarrolladas usando las ecuaciones de Euler-Lagrange por cada

coordenada generalizada mediante (1).

d [0L(qyq 9L(q,q
_( ?q)) _ 9@ _ T, (1)
dt dq; aq;

L

En la Fig. 1 se muestra una descripcion grafica del sistema. La variable de estado
que describe una posicion y orientacion especifica del sistema es denotada por

q = [x,y,64,6,] y representa la posicion (x,y) de la esfera con respecto al marco

?JA fijo sobre la plataforma y la orientacion de la plataforma (6,, 6,).

Oy

N
‘ (x,y)
i

[CA / K

Fig. 1. Descripcion gréafica del sistema esfera sobre plataforma.

Donde x,y son las posiciones de la esfera sobre la plataforma; x y y definen la
velocidad de la esfera sobre la plataforma; r es el radio y m es la masa de la
esfera; 6, y 8, son os angulos de rotacion de la plataforma en los ejes; 8, y 8, son
las velocidades angulares de la plataforma; J, es el momento de inercia de la

plataforma y J es el momento de inercia de la esfera. Se denota por K la suma de
la energia cinética de la pelota y la energia cinética de la superficie K = K, + K,,.

La energia total del sistema est4 dada por la siguiente ecuacion y la energia
. . - .. . 1 .2 ) 1 (X2+}72)

potencial del sistema esta definida por K(q,q) = Em(x +y )+5]T—2+

1 . 2 . 2 1 . 2 . 2 1 . . \2 . .

5] (Bx + 0, ) + E]P (Hx + 0, ) + Em(xé?x + yBy) yV(q) = mg(xsinf, + ysinb,).

En (2) y (3) se muestran las ecuaciones de los torques mientras que en (4) y (55)
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se muestran las ecuaciones que representan el modelo del sistema esfera sobre

superficie.
I\ .. . 2 s .
(m + r_Z) X —mx6, —my6,0, +mgsinf, =0 (2)
(m + 1']_2) = myé'y2 — mx6,0, + mgsin6, = 0 3)
T, = (] +/Jp, + mxz)éx + mxyéy + mea'céx + mfcyéy + mxyéy + mgx cos 6, (4)

T = (J + ], + my?)8, + mxyb, + 2myy0, + mxy6, + mxy6, + mgycos6, (5)

Este modelo se linealiza alrededor de una posicion fija de la esfera sobre la

plataforma. Para un cascarén de esfera de un material de densidad constante, el
momento de inercia esta dado por | = %mrz. En (6) y (7) se representa el modelo
linealizado de las ecuaciones de movimiento del sistema esfera sobre superficie.
5.. 5.
§x+gt9x=0,§y+g9y=0 (6)
JiOx = Ty, ]tgy =Ty (7)

donde J; representa la suma de momentos de inercia de la plataforma y de la
esfera.

Resultados

Se utilizé un controlador PID (Proporcional Integral y Derivativo) en lazo cerrado
con el modelo linealizado (6)-(7) y se muestra en la Fig. 2. El controlador consta

de un bloque PID para cada una de las coordenadas x y y.
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Fig. 2. Controlador del sistema esfera sobre superficie.

La ecuacion de un controlador PID Gp/p(s) = K, +%+ sK,. Al agregarse el

controlador PID en cada eje, se convierte en un sistema en lazo cerrado y se

obtienen las ecuaciones (8) y (9) las cuales son las funciones de transferencia del

sistema con respecto a la condicion inicial.

3/5g(Kd152+Kp1$+Ki1)

x
—(s) =

u( ) 53+3/5g(Kd152)+3/5g(Kp152)+3/Sg(KilsZ)
X(S) _ 3/59(Kd252+Kp25+Ki2)

u 53+3/5g(l<d252)+3/5g(Kp252)+3/5g(Ki252)

(8)

(9)

A continuacion se muestran los resultados después de aplicar el criterio de

Routh-Hurwitz y de esta manera determinar dentro de que rangos es estable el

sistema. Donde se obtuvo que K; > 0y K; > 0, asi como 3?‘gkp}'{d > K;. EnlaFig 3

y 4 se muestran los resultados obtenidos de la simulacién con una condicién inicial

de (-3, -5).
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Posicion de la esfera

1 ) Posicion en x de la esfera
of = of
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Fig. 3. Respuesta del controlador en la Fig. 4. Respuesta del controlador en la posicion
posicion XY con condicion inicial X, respuesta del controlador en la posicién Y.
(=3,-5).
3 P°§i°i6" d,e la es,fera 5 Posicion en x de la esfera
25} _
£
2 S 0
X
15}
5 L L L L
= 1+ 4 0 1 2 3 4 5
O, Tiempo [s]
> 05F 4 Posicion y de la esfera
| | : . .
05} - £ [
1+ 4 > 0r
1.5 ' : : : : : : -2 '
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 0 1 2 3 4 5
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Fig. 5. Respuesta del controlador en la Fig. 6. Respuesta del controlador en la
posicion XY con condicién inicial (—5,3). posicién X, respuesta del controlador en la

posicién Y, con estabilidad en ambos ejes.

Las ganancias que se utilizaron en las Fig 3 y 4 para el eje x son: K,,; = 14,
K41 =10y K;; =015y paraeleje y: K,, =12, K4, =5y K;; = 2. EnlaFigura5y
6 se muestran los resultados obtenidos con la simulacion con una condicion inicial

de (—5,3). Con una condicion inicial de (—5,3). Las ganancias que se utilizaron
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para el eje x son: K,; =20, K;; =08 y K;; =0.8 y para el eje y: K, =15,
Kdz = 0.9 y KiZ = 4‘

Conclusiones

En este trabajo se presentd el modelado matematico y se realizé el andlisis para
determinar las ganancias de un controlador PID para estabilizar posiciones. Se
realizaron distintas pruebas del controlador propuesto y se obtuvieron resultados
aceptables de la estabilizacién de la posicion de la esfera sobre la plataforma
siempre y cuando las ganancias del controlador se encuentren el rango

establecido
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