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Resumen  
Los péndulos a lo largo de la historia han sido objeto de estudio dado a su análisis de control no-lineal, propósitos 

educativos y su amplia gama de aplicaciones en las cuales pueden ser implementados, tal es el caso de robots 

móviles, robots caminantes, robots nadadores, cohetes espaciales, satélites, aviones de despegue vertical, 

proyectiles, entre muchos otros. En complemento con los péndulos, se encuentra la implementación del área de 

control, la que en la industria ha apoyado considerablemente a la mejora de la calidad de los productos fabricados, al 

aumento de la eficiencia de los procesos, a la minimización del consumo de energía, entre otros. En particular, el 

péndulo invertido rotacional es un interesante sistema dinámico no-lineal complejo que permite ilustrar varios 

principios de control. Dado el interés del estudio de los péndulos y sus aplicaciones en la ingeniería mecatrónica, el 

actual trabajo presenta un control basado en el diseño de un control PID para la posición del péndulo cercano o sobre 

el punto de equilibrio deseado, así como un Swing-up para impulsar al péndulo y mantenerlo en la parte posterior de 

la base cuando se encuentre por debajo de la misma y así mantenerlo cerca de la posición deseada.  

Abstract  
Pendulums throughout history have been the object of study given to their analysis of non-linear control, educational 

purposes and their wide range of applications in which they can be implemented, such as mobile robots, walking 

robots, robots swimmers, space rockets, satellites, vertical takeoff aircraft, projectiles, among many others. In addition 

to the pendulums, there is the implementation of the control area, which in the industry has considerably supported 

the improvement of the quality of manufactured products, increased process efficiency, minimized energy 

consumption, among others. In particular, the rotational inverted pendulum is an interesting complex nonlinear 

dynamic system that illustrates several control principles. Given the interest of the study of pendulums and their 

applications in mechatronics engineering, the present work presents a control based on the design of a PID control for 

the position of the pendulum nearby or on the desired equilibrium point, as well as a Swing-up to propel the pendulum 

and hold it in the back of the base when it is underneath it and so keep it near the desired position  

Palabras Clave 
 
 

Péndulo invertido rotacional; PID; Swing-up. 
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INTRODUCCIÓN  

Los péndulos han sido objeto de estudio de gran 
importancia para la física, véase el ejemplo del 
estudio de vibraciones mecánicas, el cual 
evoluciono gracias a los estudios sobre el péndulo 
simple realizado por Galileo Galilei. Su relevancia 
no se ha visto afectada por el tiempo véase el 
ejemplo del área de control existen mecanismos 
pendulares sub actuados, es decir que poseen 
menos actuadores que grados de libertad, los 
cuales son perfectos análogos de otros sistemas 
tales como cohetes, robots bípedos, brazos 
robóticos, drones e incluso los segways [ 3]. 

Gracias a tal relevancia se han realizados una 
amplia variedad de experimentos, que a pesar de 
su escasa área de aplicación son de sobresaliente 
importancia didáctica.  Entre existen estudios que 
giran en torno a “péndulo invertido sobre un 
vehículo” el cual consiste en una barra unida a un 
carro por uno de sus extremos, este se mueve 
dentro de las limitaciones de un riel por acción de 
una fuerza externa, con el objetivo de mantener a 
la varilla en la posición vertical inestable, sin 
embargo, el control del sistema se encuentra 
limitado por la extensión de la vía.  En la imagen 1 
se muestra el mecanismo de un péndulo invertido 
rotacional, el cual pasa por alto las restricciones 
del modelo original [6].  

 

IMAGEN 1. Modelo del péndulo invertido rotacional 

 

Dentro del presente trabajo realizamos una 
propuesta de control enfocada a realizar un control 
PID sobre el péndulo rotacional, consiguiendo 
mantener este en su posición vertical 
despreciando la posición del brazo a diferencias 
de otros estudios de la misma rama donde se 
optan por un control enfocado al estudio de 
espacio de estados. 

MATERIALES Y MÉTODOS 
Los parámetros físicos de la planta son 
especificados por la tabla 1. 

Tabla 1: Parámetros físicos de la planta  

Parámetros 
 

Valor Unidad 

Masa brazo (𝒎𝒃) 0.049 𝑘𝑔 

Masa péndular (𝒎𝒑) 0.044 𝑘𝑔 

Longitud brazo (𝒍𝒃) 0.145 𝑚 

Longitud péndular (𝒍𝒑) 0.142 𝑚 

Inercia del pilar central(𝑱𝒑𝒄) 1.7440𝑥10−4 𝑘𝑔𝑚2 

 

El control del péndulo rotacional se requirió el uso 
de los materiales listados a continuación. 

• Pololu20.4:1 Metal Gearmotor 25Dx50L mm HP 

• Encoder Honeywell 600-128-CBL 

• Motor driver L298n  

• Placa Arduino UNO 

• Sensores de presencia infrarrojos 

• Pic 18f4550 

• Módulos Bluetooth HC-05 y HC-06 

En la tabla 2 se muestran las características 
específicas del motor Pololu utilizado en el 
presente trabajo. 
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Tabla 2: Características del motor Pololu 

Parámetros 

 

Valor Unidad 

Resistencia (𝑹) 45.05 Ω 

Inercia (𝑱𝒎) 10.67𝑥10−9 𝐾𝑔 ∙ 𝑚2 

Cte. Torque (𝒌𝒕) 0.02 𝑁. 𝑚/𝐴 

Cte. FEM (𝑲𝒆) 0.02 𝑉. 𝑠/𝑟𝑎𝑑 

Volt. nominal 𝑽𝒏 12 𝑉 

Sistema de control 

De manera general el control de la planta es 
logrado gracias a la conmutación entre dos tipos 
de controlador uno destinado a lograr la posición 
de equilibrio mediante un PID y un algoritmo capaz 
de llevarlo cerca de dicha posición. 

Control PID  

 Partiendo de las relaciones dinámicas de la planta 
representadas por el siguiente modelo matemático 
representado por ecuaciones de estados1),2),3) 
y4) donde las variables de estado corresponden a 

𝑥1 = 𝛽 , 𝑥2 = �̇�, correspondiente a la posición y 

velocidad del brazo y  𝑥3 = 𝛼, 𝑥4 = �̇� siendo la 
posición y velocidad del brazo. 

�̇�1 = 𝑥2                                             (1) 

�̇�2 =
1

𝜎𝜆−𝛾2+(𝜆2+𝛾2) sin2 𝑥3
(𝜆𝜏𝛽 − 𝜆𝛾𝑥2

2 cos  2 𝑥3 sin 𝑥3 −

2𝜆2𝑥2𝑥4 cos 𝑥3 sin 𝑥3 + 𝜆𝛾𝑥4
2 sin 𝑥3 −

        𝛾𝛿 cos 𝑥3 sin 𝑥3)                              (2) 

�̇�3=𝑥4                                             (3) 

�̇�4 =
1

(𝜎𝜆+𝜆2 𝑠𝑖𝑛2 𝑥3+𝛾2 𝑠𝑖𝑛2 𝑥3−𝛾2)
(𝜆𝛿 𝑠𝑖𝑛3 𝑥3 +

�̇�2𝛾3 𝑐𝑜𝑠 𝑥3 + 𝜎𝛿 𝑠𝑖𝑛 𝑥3 − 𝑥4
2𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝑥3 𝑠𝑖𝑛 𝑥3 −

𝛿𝛾2 𝑐𝑜𝑠2 𝑥3 𝑠𝑖𝑛 𝑥3 − �̇�2𝛾3 𝑐𝑜𝑠 𝑥3 𝑠𝑖𝑛2 𝑥3 +
𝑥2

2𝜆2 𝑐𝑜𝑠 𝑥3 𝑠𝑖𝑛3 𝑥3 − 𝑥2
2𝜆𝛾2 𝑐𝑜𝑠3 𝑥3 𝑠𝑖𝑛 𝑥3 +

𝑥2
2𝜎𝜆 𝑐𝑜𝑠 𝑥3 𝑠𝑖𝑛 𝑥3 − �̇�2𝜎𝜆𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝑥3 +

𝑥4
2𝜆𝛾2 𝑐𝑜𝑠 𝑥3 𝑠𝑖𝑛 𝑥3 − �̇�2𝜆2𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝑥3 𝑠𝑖𝑛2 𝑥3 −

 2𝑥2𝑥4𝜆𝛾 𝑐𝑜𝑠2 𝑥3 𝑠𝑖𝑛 𝑥3)            (4) 

donde: 

𝜎 = 𝐽 + (
1

3
𝑚𝑏 + 𝑚𝑝) 𝑙𝑏

2  𝜆 = (
1

3
𝑚𝑝) 𝑙𝑝

2 

𝛿 = (
1

2
𝑚𝑝) 𝑔𝑙𝑝 𝛾 =

1

2
𝑚𝑝𝑙𝑎𝑙𝑝 

Posteriormente se obtiene el modelo lineal 
alrededor de un punto de operación de interés el 
cual corresponde a [𝑥1 = 𝑛, 𝑥2=0, 𝑥3 = 𝑘𝜋 y 𝑥4 = 0] 
donde k=0 para cumplir con las condiciones de 
problema y n es seleccionado arbitrariamente 
debido a la irrelevancia de este parámetro para el 
mismo, mediante una manipulación algebraica se 
consigue una relación de entrada salida entre la 
aceleración del brazo  y posición del péndulo 5). 
Por tanto, se obtienen, las matrices de estado 6), 
7), 8) y 9) linealizadas alrededor de la posición 
vertical [15,16]. 

�̇�4 =
−�̇�2(𝛾3−𝜎𝜆𝛾)

(−𝛾2+𝜎𝜆)
−

𝑥3(𝜎𝜆−𝛿𝛾2)

(−𝛾2+𝜎𝜆)
                         (5)                                                          

𝐴 = [−
0 1

𝛿𝛾2+𝜎𝛿

𝛾2−𝜎𝜆
0

]                               (6)                                                                       

𝐵 = [
0

𝛾3−𝜎𝜆𝛾

𝛾2−𝜎𝜆

]                                        (7)                                                                             

𝐶 = [
1
0

] (8)𝐷 = 0                         (9)                                                                        

Sustituyendo los parámetros físicos contenidos en 
la tabla 1. Podremos convertir las matrices de 
estado en la función de trasferencia 10) 
correspondiente a la planta. 

𝐻𝑃(𝑠) =
𝛼(𝑠)

𝑠2𝛽(𝑠)
=

0.453𝑥10−3

𝑠2+121.665
                   (10)                                                             

Siendo que la función de trasferencia 5) relaciona 
la posición del péndulo con la aceleración del 
brazo, es necesario conseguir una expresión para 
esta, sabiendo que el brazo está conectado a un 
motor eléctrico DC y experimenta la misma 
aceleración angular que esté presente, por lo que 
se puede partir de la función de trasferencia del 
mismo y considerando 𝐿 ≪ 𝐽𝑚, 𝑅, 𝑘𝑒, 𝑘𝑡, 𝐵 y   𝑘𝑡 ≅
𝑘𝑒 la expresión que relaciona la aceleración 
angular con el voltaje de entrada el cual 
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corresponde a nuestra señal de control, 
obtenemos la expresión de la ecuación 11).  

𝐻𝑚(𝑠) =
𝑠2𝛽(𝑠)

𝑉(𝑆)
=

𝑘𝑡∙𝑠

𝑅(𝑠𝐽𝑚+𝐵)+𝐾𝑒2                (11) 

Debido a las limitantes que acompañan el elegir un 
método por PID, las cuales incluyen el carecer de 
condiciones iniciales, la organización del diagrama 
de bloques difiere de la convencional, esta debe 
representar un sistema cuya condición inicial 
corresponde a  𝛼 = 0 el cual recibe una 

perturbación en un tiempo 𝑡 > 0  así el objeto de 
estudio pasa a ser que tan rápido el sistema pueda 
regresar a su primer estado. Posteriormente se 
seleccionan las ganancias 𝑘𝑝= 192.555621, 

 𝑘𝑖=80.75862 y 𝑘𝑑=4.13934 que favorecen la 
respuesta en estado estacionario. 

 

IMAGEN 2. Representación en diagrama de bloques del sistema 
Péndulo Rotacional 

La imagen 2 muestra el diagrama de bloques 
completo de la planta. Una referencia es definida 
por el usuario, en este caso 𝛼 = 0, las funciones 
de transferencia del motor y el péndulo relacionan 
la posición del péndulo y el voltaje aplicado al 
motor el cual generara una aceleración  angular en 
el brazo horizontal , dando como salida una 
posición angular en el péndulo, esta posición 
ingresa como variable de estado al controlador 
PID, el cual lo compara con la referencia y emite 
un pulso PWM que es amplificado por el puente H 
para lograr emitir un voltaje suficientemente alto 
para mover el motor.  

Algoritmo del control swing -Up  

Se consideran las fuerzas que actúan sobre el 
péndulo, ignorando la dinámica de la base tal 
como se muestra en la ecuación 12). Siendo u una 

variable controlable. [7] 

𝐽𝑝�̈� + 𝑚𝑝𝑙𝑝𝑢 cos 𝛼 − 𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 sin 𝛼 = 0         (12) 

 

IMAGEN 3. Planta Simplificada 

El control es diseñado bajo conceptos de energía 
utilizando mecánica de LaGrange, basado en la 
conservación de la energía 𝐸𝑡 = 𝐸𝑝 + 𝐸𝑐, la idea 

principal es conseguir un valor de u tal que sea 
capaz de modificar la energía del péndulo hasta 
que 𝐸𝑡 = 0, la cual corresponde a la posición 
vertical del péndulo, de esta forma se obtiene la 
señal de control [6] donde E representa la energía 
actual del sistema la cual inicialmente es 𝐸𝑖 =
−2𝑚𝑝g, 𝐸0 es la energía de referencia la cual debe 

ser ideada con holgura, k es una ganancia 
proporcional y la función 𝑠𝑖𝑔𝑛 aporta la dirección 
de giro. La señal de control puede ser 
representada en términos de voltaje, siendo esta la 
variable de interés a controlar en el sistema, tal 
como se muestra en la ecuación 13). [6], [12], [17] 

𝑉 =
𝑅

𝐾𝑡
[

𝐽

𝑙𝑏
𝑘(𝐸 − 𝐸0) sign(�̇� sin 𝛼) +

𝑘𝑒𝑘𝑡

𝑅
�̇�]       (13) 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 
La imagen 5 muestra las gráficas de las posiciones 
del brazo y péndulo, dentro de la gráfica del b) 
podemos apreciar movimientos bruscos al inicio, 
donde tiene lugar el algoritmo de control e energía 
Swing-Up para con forme se acerca a la posición 
vertical experimentar movimientos más finos 
propios del PID.  

 

a) Posición angular del péndulo 
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b) Posición del brazo horizontal del sistema 

IMAGEN 4.Graficas de posición a) angular del péndulo y b) del 
brazo horizontal del sistema 

CONCLUSIONES 
Se efectuó el control sobre el péndulo rotacional 
invertido empleando la estrategia de conmutación 
entre controladores, tomando como método de 
control global la propuesta de Amstr�̈�m Furuta, 
que en conjunto lo elevan a una posición cercana 
al control tras esto es aplicado un control PID el 
cual es establecido por medio de un modelo 
simplificado del péndulo rotacional. 
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