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Resumen

En este trabajo se investiga un sistema fisico simple. Analizamos el circuito RC desde el punto de vista
del célculo fraccionario, haciendo uso y comparando las derivadas fraccionarias de Caputo y Caputo-
Fabrizio. Las dos definiciones de derivadas fraccionarias coinciden en el limite ordinario, y = 1.

Abstract

In this work, the research of a simple physical system is presented. We analyze the RC circuit from the
point of view of the fractional calculus. We use and compare the Caputo and the Caputo-Fabrizio
fractional derivatives. The two definitions coincide in the ordinary limity = 1.

Palabras Clave Calculo de orden arbitrario o fraccionario; derivada fraccionaria; Integral fraccionaria; circuito
eléctrico RC.
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INTRODUCCION

Durante los ultimos 30 afios, el célculo de orden
arbitrario (mejor conocido en la literatura como
célculo de orden fraccionario) se ha desarrollado
de manera impresionante. [1,2]

El nacimiento del calculo de orden arbitrario o
fraccionario tuvo lugar después de la publicacion,
en 1675, de un documento de G. W. Leibniz,
donde aparecia el simbolo d"y/dx™, el cual se
refiere a la derivada de orden n de la funcién y
respecto de x, donde n es un nimero natural. [1]

La herramienta matematica conocida como calculo
fraccionario permite la derivacién e integracién de
una funcién usando cualquier orden: racional, real
0 imaginario. Dentro del campo de las
matematicas podemos encontrar varios ejemplos
de extension del significado, como puede ser el
paso de los nimeros reales a los numeros
complejos, o la generalizacion del calculo del
factorial de un ndmero entero al calculo del
factorial de un nudmero complejo mediante la
utilizacion de la funcion gamma de Euler T'(z).
Aunque Leibniz y L'Héspital discutieron la
posibilidad de que la n -ésima derivada podria ser
fraccion y no necesariamente un entero alrededor
del afio 1965, esta rama del analisis matematico
se desarrollé plenamente a principios del siglo XIX
por Liouville, Riemann, Letnikov, entre otros. [3]

El reciente interés del calculo fraccional y, en
particular, en las ecuaciones diferenciales
fraccionarias es estimulado por las aplicaciones en
diversas areas de la fisica, la quimica y la
ingenieria. Sin embargo, la derivacion de estas
ecuaciones de algunas leyes fundamentales no es
un asunto facil. El operador fraccionario refleja
procesos de disipacion intrinsecas que son lo
suficientemente complicadas en la naturaleza. Su
relacion tedrica con el céalculo fraccional aun no se
determina por completo. [4] Es por ello que resulta
muy interesante el andlisis de un sistema fisico
simple y llegar a comprender su comportamiento
haciendo uso de la ecuacion fraccionaria.

En el presente trabajo de investigacion se
analizard un sistema fisico simple, llamado circuito
eléctrico RC, por medio de 2 definiciones de orden
arbitrario. Existen diferentes definiciones de las
derivadas e integrales de orden arbitrario o
fraccionario, 2 definiciones fueron elegidas, las
cuales son empleadas para la solucion de

problemas fisicos, la derivada fraccionaria de
Caputo y recientemente la derivada fraccionaria de
Caputo-Fabrizio. Se analizaron los resultados
obtenidos mediante éstas definiciones y se obtuvo
una pequeia diferencia en el comportamiento del
sistema. Las dos definiciones coinciden en el caso
limite y = 1.

MATERIALES Y METODOS

Un circuito RC que serd analizado mediante las
derivadas fraccionarias de Caputo y de Caputo-
Fabrizio. Para esto, definamos la

e Derivada fraccionaria de Caputo:

1 t o fm(y)
Y —

D/ f(t) = fo—y) ), G=orm dt (1)
Donde n= 1,2, € N, T es la funcién gamma
y n—1<y<n Una de las grandes
ventajas de la derivada fraccionaria de
Caputo es que en las condiciones iniciales
tiene derivadas ordinarias a diferencia de
otras definiciones, donde son
fraccionarias. La transformada de Laplace
de la derivada fraccionaria de Caputo, se
define como;

L[D!f(v)] =

SYF(s) — Yt sv-k-1£k(0). )

Esta es una generalizaciébn natural que
corresponde a la férmula bien conocida
como la transformada de Laplace de
(H™(t) donde y=n,y puede ser usada
para resolver ecuaciones diferenciales
fraccionarias con condiciones iniciales.

e Derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio:

DS

=#Oo)ftf()exp[ O‘(t ]dt 3)

Donde M(ax) es una funcibn de
normalizacién de tal forma que M(0) =
M(1) = 1. De acuerdo con la definicion (3),
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la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio
es cero cuando f(t) es constante.

e Latransformada de Laplace de la derivada
de Caputo-Fabrizio es:
(071 _ 1 at _
LT[D®] = = LT(f@)LT (exp - E) =
sLT(F(T))-sf(0)~f'(0)

s+a (1-s)

| Conceptos Preliminares

La ley de Ohm indica que la corriente que fluye a
través de un conductor entre dos puntos dados es
directamente proporcional a la diferencia de
potencial e inversamente proporcional a la
resistencia entre ellos. La formula matemética se
puede escribir

Vr(t) = Ri(t) (%)

Donde i(t) es la corriente que fluye a través del
conductor, medido en amperios (A), v(t) es la
diferencia de potencial medida entre dos puntos
del conductor con unidades de voltios V, y R es la
resistencia del conductor, medida en ohmios. La
corriente es el cambio en la carga q respecto al
tiempo t, es decir

. dq
i(t) =—- (6)
Teniendo esto en cuenta, la ley de Ohm se puede
escribir en funcion de la carga q(t)

Ve(t) = R )

La idea es volver a escribir la ley de Ohm en
funcion de las derivadas fraccionarias. Para este

fin se introduce un operador de derivada
fraccionaria, como sigue

da ar

2,4 <

ac  acr O<y=1 (®)

Donde y es un parametro arbitrario que representa
el orden de la derivada, para y = 1 la derivada se
convierte en ordinaria. Sin embargo, el operador
de derivada tiene dimensiones de segundos
inversos, mientras que la derivada fraccionaria (8)
tiene segundos inversos a la y, s77. Una
posibilidad de corregir este problema de
dimensionalidad es introduciendo una funcién de
“peso” en la expresion (7), esto es;

L& 1 g<y <1 (9)

o1=Y aty ~ s’

Donde ¢ debe tener dimensiones de segundos.

Il Circuito RC Ordinario
La ecuacién dinamica del circuito RC es
dq 1 _

RE+-q®) =V (10)
Donde V_0 es constante. Esta ecuacién se puede
escribir como

dq 1 __ll

S +t-al®)= e (11)
Si tomamos la condicién inicial ¢ (0) = 0, entonces
la solucién de (11) es

q(t) = Vo€ (1 —e ) (12)

I1l Circuito RC: Derivada fraccionaria de
Caputo

El operador de la derivada fraccionaria

d

- no correcto (23)
dt atv

1

4 .
= > = - Sicorrecto (14)

Entonces, la correspondiente ecuacion diferencial
fraccionaria del RC es
R_d%

ol=Y dt¥

+2q®) =V (15)

Se puede escribir como

Tt g0 =<V 1= (16)
Y

1—
dat? Ty ocl-v

Aplicando la transformada de Laplace para la
derivada de Caputo (2)

CVy

SYQ(s) — sVl qq + % ) =L 17

T.yS

Despejando Q(s), resulta

1

Q(s) = CV, m (18)

Ty
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Usando la transformada inversa de Laplace,
obtenemos

aty) =V [1-E,

Y el voltaje
1-y
v(t) =V, [1 ~E, (—"R—Cty)] (20)
Definiendo la relacion
—
Y= (21)

Sustituyendo en las expresiones (19) y (20) se tiene
q(t;y) = CV[1— E, (—y*77¥)], (22)

Lt . .
dondet = 7e €S adimensional.

IV Circuito RC: Derivada fraccionaria de
Caputo-Fabrizio
Analizaremos el mismo sistema fisico, pero ahora

sera la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio
(4). Se tiene

R 1
= DgF +Eq(t) =T,
(23)
La cual se puede escribir como
1 C RC
Dz‘/F + ;q(t) = ; VO! Ty = P (24)

Aplicando la transformada de Laplace a la
derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio, resulta

sQ(s) — CVy1

L = Q( )=

s+y(1- s) T, S
Despejando Q(s), y haciendo g, = 0, obtenemos

_ Ty [s+y(1-5)]
Q(s) = Tys [Tys+s+y(1-s)]

(25)
De esta ecuacion si la evaluamos y = 1, resulta
1
00 =nefi-]
(26)

Entonces, aplicando la transformada de Laplace
de la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio, se
tiene

q(t) = CVy[1 — e7Fe]
@7)

La cual coincide con (12), donde t = RC

RESULTADOS Y DISCUSION

0.8

0.7
1 2 3

|

-
4 )

Imagen 1. Carga en el capacitor para diferentes valores de vy,
conforme a la derivada fraccionaria de Caputo.

Imagen 2. Carga en el capacitor para diferentes valores de vy,
conforme a la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio.

En las imagenes 1 y 2 podemos apreciar la
solucion del circuito eléctrico RC de orden
arbitrario bajo 2 definiciones empleadas (derivada
fraccionaria de Caputo y caputo-Fabrizio), por
medio de gréficas para diferentes valores de y.
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Comparando las dos graficas podemos observar
que la unién de las curvas en la imagen 1 la
derivada fraccionaria de Caputo es menor a 1 con
respecto al tiempo y la imagen 2 es mayor a 1.

Debido a que un circuito RC es un sistema simple,
y éste es analizado sin la interaccion de otros
sistemas 0 conexiones, esta claro que el circuito
no presenta pérdidas de energia a excepcion de la
resistencia, por lo que creemos que la derivada
fraccionaria de Caputo-Fabrizio representa la
solucion con datos mas precisos y se demuestra
en el diapasén entre los intervalos para diferentes
valores de y, el cual es minimo.

Debido a estos resultados se requiere un analisis
méas profundo con datos experimentales que
fundamenten a la derivada fraccionaria de Caputo-
Fabrizio, como una solucién mas exacta.

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos estudiado el
comportamiento del circuito RC con base a 2
definiciones de orden arbitrario o fraccionario.

Los modelos fraccionarios representan mejor a los
sistemas dinamicos complejos. Esto se debe a que
estos modelos tienen un grado de libertad
adicional. Ademas, que describen modelos locales
y con memoria.

La ecuaciéon ordinaria de un circuito RC es un
modelo ideal, sin embargo, existen factores en
este circuito que en el calculo ordinario no son
tomados en cuenta; en el resistor existe de alguna
manera disipacion, es decir, pérdidas de energia,
ademas el capacitor y el medio dieléctrico no son
ideales. El calculo de orden arbitrario toma en
cuenta lo mencionado anteriormente.

Con el objetivo de tener un mejor modelo tedrico
para el circuito eléctrico RC se analizé su
comportamiento  bajo dos definiciones de
derivadas fraccionarias (Caputo y Caputo-
Fabrizio). Los resultados obtenidos indicaron que
la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio,
tedricamente representa la solucion méas exacta
para este sistema simple, a la espera de la
comprobacién experimental.
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