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Resumen

En esta contribucion se presenta la determinacién de las ecuaciones diferenciales algebraicas cuya
solucién constituye el analisis dinamico inverso del mecanismo plano de manivela biela corredera. En
este problema, se supone que se conocen las propiedades geométricas e inercial de los eslabones del
mecanismo y la funcién que representa la fuerza o momento motriz y el objetivo es determinar el
movimiento del mecanismo, es decir, la posicion, velocidad y aceleracién de cada uno de los eslabones
del mecanismo. Para obtener las ecuaciones diferenciales algebraicas se emplean las ecuaciones de
Newton-Euler para cada uno de los eslabones y se eliminan las reacciones entre los eslabones, que, en
este caso, no son de interés. Ademas, la contribucion incluye la solucién de las ecuaciones diferenciales
algebraicas mediante el empleo de herramientas computacionales. Se presentan los resultados y se
discute su validez.

Abstract

This contribution presents the determination of differential-algebraic equations, whose solution provides
the inverse dynamic analysis of a slider-crank planar mechanism. This problem assumes that the
geometric and inertial properties of all links, as well as, the input force or torque are known. The solution
of these equations provides the mechanism motion; i.e. the position, velocity and acceleration of all the
mechanism links. The differential-algebraic equations are obtained by applying the Newton-Euler
equations to all the links and removing the reactions between links, since they are not required in this
problem. Furthermore, the contribution includes the solution of the differential-algebraic equations using
computational tools. The results are presented and their validity is discussed.

Mecanismos planos; Analisis cinematico; Andlisis dinamico; Maple.
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INTRODUCCION

La simulacion de sistemas mecanicos tiene sus
origenes en la segunda mitad del siglo XIX,
cuando mediante centros instantdneos de
velocidad se realizaron los analisis de velocidad de
diferentes mecanismos. Diferentes libros de texto,
en lengua alemana, de la primera parte del siglo
XX, ya incluian analisis dinamico de mecanismos.
Esos avances se reflejaron en los libros de texto
norteamericanos, los mas frecuentemente usados
en nuestras universidades, durante los afos
sesenta y setenta del siglo pasado. Sin embargo,
el tipo de analisis dinamico presentado en estos
textos, era, casi exclusivamente, el andlisis directo.
Es decir, conocido el movimiento del eslabon
motriz y las propiedades geomeétricas e inerciales
de los eslabones, determinar las reacciones en los
pares cinematicos que conectan los eslabones y la
fuerza motriz necesaria para realizar el
movimiento. Erdman y Sandor [1] fueron de los
primeros que en un libro de texto abordaron el
andlisis dinamico inverso, es decir conocidas las
propiedades geométricas e inerciales de los
eslabones y la fuerza motriz, determinar el
movimiento del mecanismo. Dresig [2], en
Alemania, realizaba investigaciones semejantes
pero, sus libros de texto fueron traducidos al inglés
so6lo recientemente. Erdman y Sandor [1] resolvian
el analisis inverso, reduciendo el problema a la
solucion numérica de wuna Unica ecuacion
diferencial altamente no-lineal para determinar el
movimiento del eslabon motriz y después
realizando el analisis cinematico directo, obtenian
el movimiento de los restantes eslabones. En esta
contribucién, el andlisis inverso de un mecanismo,
se obtiene mediante la solucion de un sistema de
ecuaciones diferenciales algebraicas. A primera
vista, pareceria que este camino es
innecesariamente  complicado, sin embargo,
investigaciones recientes en la solucién numérica
de este tipo de sistemas ha demostrado que este
camino es factible y eficiente. De manera mas
especifica, esta contribucion presenta el andlisis
dinamico inverso de un mecanismo plano de
manivela biela corredera, incluyendo la derivacion
del sistema de ecuaciones y su solucién mediante

métodos numeéricos incorporados a programas de
simulacion facilmente disponibles. Es importante
sefialar que este topico de alta relevancia no se
incluye en los programas de estudio de ingenieria
mecanica y mecatronica de la gran mayoria de las
universidades de nuestro pais.

DEDUCCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES

El analisis dindmico inverso de un mecanismo
plano se inicia con el andlisis cinematico que
requiere los siguientes pasos:

1. Determinacion de los vectores de posicion de
las revolutas con respecto a la revoluta
anterior. De acuerdo a la Figura 1 se tiene:

Fon = 8,C (0, (1)) P+ 2,50, (1) F
fes =2, (0, (1)) P+ 2,50, (1) §

Donde C y S representan la funciéon coseno y
seno del angulo correspondiente, respectivamente.
Por razones de espacio, en lo sucesivo se
suprimira el argumento (t), es esas funciones.

Figura 1: Mecanismo de Biela Manivela Corredera.

2. Determinacion de los vectores de posicion de
los centros de masas de los eslabones
respecto a la revoluta anterior. La Figura 2
muestra la localizacion de los centros de
masa.

Fon = .,C (0, 0,)Pr 1, S (0,4 0,) P

r

Fos = 1o C(0y+ 0, )P+ 1., S (6+ 0, ) P

r

re,a =[a,Co, + a3063]$+[a2862 + a3893]§
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Figura 2: Centros de masa del mecanismo.

3. Determinacion del vector de posicion
necesario para realizar la suma de momentos
con respecto al centro de masa del eslabon 3.

I
res, =[a,C0, — 1, C(0,+ 9,) F+[ 2,50, — 1, S (6,4 9,) [F

A continuacién se presenta la determinacion de
las velocidades y aceleraciones de los centros de
masas, asi como de las velocidades vy
aceleraciones angulares de los eslabones.

Las velocidades de los centros de masas de los
eslabones se obtienen derivando, respecto al
tiempo, los vectores de posicion de los centros de
masa de cada eslabon.

Ve, = 7—rGZS(¢92+ (pz)[:tﬂz H%{rezc(eﬁ wz)[(ft@ﬂ?

egﬂ%*

d d
+ __azcez [m92]+ regc(‘gs*'(/’a)[dtgs ﬂ%

d
Ve, =|-a,50, [dtazj_ r638(€3+ %)[

S|e

rof d d d d
Ve, = _—azsez [dtezj—aasg [dtaa Hﬂ{aﬁﬁz [m92]+a3c93 [dt@

Las aceleraciones de los centros de masas de los
eslabones se obtienen derivando, nuevamente
respecto al tiempo, las velocidades de los centros
de masas. En las siguientes ecuaciones, para
ahorrar espacio, se sustituye las primeras y
segundas derivadas de los &ngulos por las
velocidades y aceleraciones angulares.

I

ag, = [—rGZC (0,+ 0, ) (@, )2 15, S (04 0, ) 2, ]$
+ |:_er S (02"‘ ?, )(wz )2 -1, C (92"‘ (23 )az } %

r

e, =[-3,C0, (0, ~1,C(6,+ 0, )(0 ) ~ 2,500,
— 15, S (93+ o, )a3]$

+ [—aZSQZ (@, )2 —15. S (0, + 9, ) (@, )2 +a,56,a,

+ rG3C(93+¢3)a3]§

r
ag, = [—BQCQZ (a)2 )2 -8,56,a, —a,CH, (ws )2 —a38493a3]$

+] 8,80, () +8,C0,0, ~2,56, (o, ~a,CO0, |}

El andlisis dinamico se realiza mediante el
método de Newton-Euler. La Figura 3 muestra el
diagrama de cuerpo libre de los eslabones del
mecanismo.

Figura 3: Diagramas de cuerpo libre.

Para la biela, la manivela y la corredera la
segunda ley de Newton permite obtener para cada
eslabon dos ecuaciones escalares
correspondientes a las componentes en las
direcciones x y y.

D F, =Ma, D> F,=Ma,

Se realiza la suma de momentos para la manivela
y la biela en los puntos A y Gs. Para la manivela se
obtiene:

YT=(ls, +M,1 )-a,
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Para la biela se obtiene:

ZT63 = IG3 O3

Las ecuaciones dinamicas de los eslabones
generan un sistema de 8 ecuaciones. Como el
principal interés es conocer la ecuacion de
movimiento del mecanismo, las reacciones en los
pares cinematicos no son de interés y deben
eliminarse. Después de un proceso tedioso que
puede llevarse a cabo con un programa de algebra
simbdlica, se obtiene una ecuacién diferencial en
términos de 6, 63 y sus derivadas dada por la
ecuacion (1).

«(d . d . 2, 2
T31 [a%j+T21 [aé}j"’ﬁsz (é}) +Tzz (é}) +Ti =0 (1)
Donde los términos T,,,T,,,T.,, T,, ¥ T, son:

To =—3,C0, (15 +MyrZ ) +a5a,M,CO,C(6,-6,)
+2,3,M,1; CO,C(6,+ 0, 6,)-a:a,M,Cé,

T, =8,Ch, (Iz + M2r022 )_a22M3r03C02C(03+ 9~ 06,)
-a,a;M,C6,C(6,-6,)+a,a; (M,+M,)Cé,

Ty, = a,2,M,1, CO,S(6,-6,— 9, ) + a;a,M,C6,S(6,-6,)

*

T, = ;M,r, C6,5(6,-6,- 0,) +2,a;M,CH,5(6,-6,)

T, = 8,1, M,9Ca,C(6,+ ¢, ) +2,8,M;9CH,CH,
— a0, M3gC92C(93+ ¢73)_33C93TA

Donde Ta es el torque aplicado al eslabon motriz y
g es la aceleracioén de la gravedad.

Igualmente, es necesario considerar las
definiciones de las velocidades angulares de la
manivela y la biela:

d d
& "o (2 & =—0. 3
: =% 2 5= ®3)
Ademas, se requieren ecuaciones algebraicas que
restringen la solucibn de las ecuaciones
diferenciales. Estas se obtienen a partir de la
ecuacion de clausura del mecanismo, dada por:

1
at+as=e+sS
1
En este caso el vector s no es de interés y sdlo es

necesaria la componente vertical de la ecuacion
vectorial de clausura, dada por:

a,50, +a,56, = —e (4)
Y su derivada respecto al tiempo, dada por:
3,C0,8 +a,C0,8 =0 (5)

El sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas
que rige el andlisis dinamico inverso del
mecanismo plano de manivela biela corredera esta
dado por las tres ecuaciones diferenciales dadas
por las ecuaciones (1), (2) y (3), y las ecuaciones
algebraicas dadas por las ecuaciones (4) y (5).

El siguiente paso es la soluciébn numérica del
sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas
anterior. Para la solucion numérica de las
ecuaciones diferenciales algebraicas se toma en
cuenta el sistema de ecuaciones formado por las
ecuaciones (1), (2), (3) y (4).

Para el torque aplicado al eslab6on motriz se
considera que varia respecto al tiempo y esta dado
por:

T,=10-2387 16?2 [N-m]
dt
Los valores para los parametros geométricos, de
inercia y de masa se muestran a continuacion:

a,=02m I,=1kg-m*> m, =12kg
a,=06m I,=3kg-m* m, =6Kkg
e=0m m, =6 kg

g=981 r%z

Las condiciones iniciales para la solucion son:

s, =0m ¢,=0
r, =03m ¢, =0

02(0):§rad & (0)=0

6,(0)=594334rad  £(0)=0
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DIVULGACION CIENTIFICA

RESULTADOS Y DISCUSION

A continuacion se presentan graficas obtenidas a
partir de la solucidbn numérica de las ecuaciones
diferenciales algebraicas, empleando el programa
Maple, y el comando dsolve mediante un algoritmo
Runge-Kutta de orden 4 y 5, mayor informacion
acerca de la solucién de estas ecuaciones, vea [3]

y [4].

Desplazamiento angular vs tiempo
— a2 — o
. .
1

16

62, i3
| rad|

3

1 ' 1 ' 1
2 3 4

0 2
18]

Figura 4: Grafica desplazamiento angular eslabones 2 y 3.

Los resultados de la Figura 4 parecen
inconsistentes para 6., pero vale recordar que en
radianes el angulo 217 es equivalente a 0°.

Velocidades angulares vs tiempo

md, mi
%]
5

-
=d

Figura 5: Grafica velocidad angular para eslabon motriz y
eslabdn 3.

Se validaron la satisfaccion de las ecuaciones
algebraicas de posiciébn y velocidad para los
resultados de la simulacion para diferentes valores
de tiempo es decir, se verificé que la igualdad de
las ecuaciones [4] y [5] se cumpliera al sustituir los
valores obtenidos de la simulacion.

CONCLUSIONES

Se dedujeron y resolvieron las ecuaciones
diferenciales algebraicas cuya solucion constituye
el analisis dinamico inverso de un mecanismo
plano de manivela biela corredera.
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