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Resumen

Esta contribucién presenta las herramientas necesarias para la determinacion de los coeficientes
geométricos de resistencia y durabilidad para engranes rectos estandar y no-estandar. Este es un tema
interdisciplinario que requiere conocimientos de la cinematica de las maquinas ---en particular de la
interaccion entre dos engranes cuyo perfil corresponde a la curva involuta de un circulo--- y disefio de
elementos mecanicos. Como un resultado adicional, el analisis permite determinar de manera precisa el
perfil de los dientes de engrane para diferentes tipos de cortadores y analizar de manera muy intuitiva el
fendmeno de socavamiento.

Abstract

The necessary tools for the determination of the geometric coefficients of strength and durability of
standard and non-standard spur gears are presented in this contribution. This is an interdisciplinary
subject that requires knowledge of kinematics of machinery ---specifically the interaction between a pair
of gears whose profile is given by the involute curve of a circle--- and the design of machine elements.
As an additional result, the analysis allows to determine in a very precise manner the profile of the gear
teeth for different types of cutting tools and to analyze in a very intuitive manner the undercutting
phenomenon.

Palabras Clave Palabras Clave 1. Engranes rectos; 2. Simulacién; 3. Curva Involuta; 4. ; 5. Disefio de
engranes. ; 6. Curva Trocoide
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INTRODUCCION

La curricula tradicional de la gran mayoria de los
programas de ingenieria mecanica incluye, dentro
del curso de Cinematica de las Maquinas, una
revision muy superficial acerca del perfil de
involuta de los dientes de engrane y de la
involutometria, para dedicar mas tiempo al estudio
de los trenes de engranes. Desafortunadamente,
cuando, dentro de alguno de los cursos de Disefio
Mecanico, se aborda el tema de disefio de
engranes, los participantes, y en ocasiones el
instructor, desconocen la estrecha relacion entre la
cinemética de los engranes y su disefio. Como
consecuencia, el disefio de engranes se aborda
como un tema totalmente disociado de la
cinematica de las maquinas llevando a un
aprendizaje parcial y necesaria incompleto de este
importante tema, [1].

En esta contribuciébn se presenta una narrativa
unificada de la cinemética de los engranes, la
involutometria y la determinacién de los factores
geométricos de resistencia y durabilidad de los
engranes rectos estandar y no estandar, la puerta
de entrada al disefio de engranes. El objetivo es
que los participantes de cursos de cinematica de
las maquinas o del disefilo de elementos de
maquina obtengan una visibn comprensiva del
tema.

INVOLUMETRIA

Se partira de la definicion de la involuta de un
circulo: La curva involuta de un circulo es el lugar
geométrico de la punta de una cuerda que se
desenrolla, manteniéndola tensa, a partir del
circulo correspondiente, este circulo se conoce
como circulo base vea IMAGEN 1.

El eje X se ha orientado convenientemente para
que el punto de inicio de la involuta, A, yazca
sobre el eje X. El angulo 6 se denomina el angulo
de rodado de la involuta. De la definicion de la
curva involuta, se tiene que la distancia AB,
medida en el circulo base, y la distancia BP es la
misma.

_'_\_“?.'-?z-u //j;

IMAGEN 1: Curva Involuta generada a partir de un circulo base
de radio Rp.

Donde P es un punto arbitrario sobre la curva
involuta. De la figura, si 6r es el angulo de rodado
correspondiente, Rp es el radio del circulo desde

el centro del engrane hasta el punto Py ¢, es el
angulo de presion de la involuta, definido como:

@ = angulo(BOA) — angulo(POA) 1)
Se tiene que

R,0, =BP =R, tang, )
Por lo tanto.

¢, =tan' 4, 3)

Es importante notar que conociendo el angulo de

rodadura es posible determinar el radio
correspondiente, pues
R’ -R,’
Op == (4)
R,
Por lo tanto
Rp = R,[0,° +1 )

DETERMINACION DEL PERFIL DEL FILETE

Se iniciara con la definicion de la curva trocoide de
un circulo: La curva trocoide de un punto respecto
a un circulo es el lugar geométrico de un punto fijo
a un cuerpo rigido que rueda sin deslizar sobre el
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circulo; asi pues, hay una curva trocoide por cada
punto del cuerpo rigido que rueda sin deslizar
respecto al circulo.

El cuerpo rigido que rueda sin deslizar sobre el
circulo es una linea recta —puntos fuera de esa
linea recta pueden considerarse rigidamente
unidos a la recta, de manera que es posible
obtener las curvas trocoides asociadas a puntos
fuera de esa linea recta. Se supondra que el
circulo tiene un radio, R, que después se igualara
al radio de paso de corte del engrane, que el punto
que describe la curva trocoide, denominada por

M , tiene una distancia minima con respecto a la
linea, b . Ademas, se supondra que en la posicion
inicial, la linea es vertical, de manera que el centro
del circulo, punto O, el punto, M vy el punto de la

linea mas cercana al punto M yacen en una linea
horizontal. Finalmente, el punto que en la posicion
inicial intersecta el radio del circulo con la linea se

denomina B, este punto B es también el punto
de la linea mas cercano al punto M .

Si @ es el angulo de rodado y se considera
exclusivamente la rotacién, el punto B se mueve
al punto B', las coordenadas de este punto son

Xg = Rcosd Yg = Rsend (6)

Puesto que el movimiento de la linea respecto al
circulo es de rodadura pura, se tiene que el

perimetro del arco BB’ debe ser igual a la
longitud BB"; es decir que

BB'=BB"=R# (7)

de manera que las coordenadas del punto B"
estan dadas, a partir de la ecuaciones (6) y (7), por

Xg» = Rcos@ + ROsend ;y,. = Rsend —ROcoss (8)

Finalmente, las coordenadas del punto M , fija a
la linea que rueda sin deslizar sobre el circulo y
gue describe la curva trocoide esta dada por

Xy = Xg» —bcosé = (R —Db)cosé + ROsend

Yu = Yg —bsend = (R —Db)send — ROcosH (9)

Estas formulas representan las coordenadas
paramétricas de la curva trocoide descrita por el

punto M en términos del parametro, @, que
representa el angulo de rodado.

Vectorialmente, el vector de posicién del punto de
la trocoide esta dado por

N, =Xyl+Yy,] (10)

=((R —b)cosd + REsend)i + ((R —b)send — RAcosh)]

Determinacién de la pendiente de la
tangente y la normal a la curva trocoide.

En esta seccidn se determinara la pendiente de la
tangente y la normal de la curva trocoide del punto

M , el proceso requiere las derivadas de las
ecuaciones paramétricas respecto al angulo de

rodado, @, por lo tanto

ddxg = —(R —b)sené + Rsend + RHcosH

= bsen& + ROcosH (11)
ddyg = (R —b)cosd — Rcosé + ROsend

= —bcoséd + ROsend (12)

Por lo tanto, la derivada de la curva trocoide esta
dada por

_ - bcos@ + RAsend 13)
bsend + RAcosd

m = dYu
d Xy,

La ecuacion (13) proporciona la pendiente de
tangente de la curva trocoide. Puesto que la
normal a la curva trocoide es perpendicular a la
tangente, las pendientes de estas rectas
satisfacen la ecuacion

mm, = -1
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donde M, es la pendiente de la normal a la curva
trocoide, por lo tanto
1 bsené + R@cosd

m = =
" 'm  —bcosd+ RAsend

_ bsend + R&cosé
bcosd — RAsend

Entonces, las componentes de un vector normal a
la curva trocoide, estan dadas por

(14)

m, = (bcosd - RGsend)i + (bsend + RAcosh)j (15)

un vector unitario en la direcciéon de la normal a la
curva trocoide esta dada por

~

bcosd — ROsend)i + (bsend + ROcosH)j (16)

o
\/b2+R292

X

Determinacion de la curva del filete del
diente del engrane.

A partir de la determinacién de la curva trocoide

del punto M y su normal es posible determinar la
curva del filete del diente del engrane. Suponga

que I, es el radio de la punta de la cremallera con

gue se corta el engrane, se tiene que la ecuacion

de la curva del filete, I; , esta dada por

N =My +1e N Sl +1g ] @)

b2 +R?6?
bsend + RAcosé) i
Jb? +R26?

= [(R_b)cose+Rgsen0+rf (bCOSH—RHsenH)},

+ {(R —b)send — RAcosO +r, (

Las coordenadas polares de la curva del filete
estaran dadas por
r

cfx

= arctan— (18)
My

r. =.r?

2 .
cf cfx + r-cfy ’ ecf

donde la funcion tangente inversa debe calcularse
siguiendo las reglas del circulo trigonométrico.

En la IMAGEN 2 se puede apreciar la trayectoria
de la curva trocoide la cual llegara a intersectar la
curva involuta para formar asi el perfil del diente.
La curva trocoide sobrepasa a la curva involuta en
este particular caso solo con fin ilustrativo al lector,
sin embargo, ésta no debe pasar mas alla de la
curva involuta. Dicha imagen es una ampliaciéon (y
con diferentes colores) de la IMAGEN 6.

IMAGEN 2: Interseccion de la curva involuta (azul) con la curva
trocoide (rojo) formando asi el filete del diente del engrane
recto.

DETERMINACION DE LAS POSICIONES
DE OPERACION CRITICAS

En esta seccion se realizaran la determinacion de
las posiciones de operacion criticas, de la pareja

de engranes, en cuanto a las consideraciones de
resistencia y durabilidad.

Determinacion del punto de contacto mas
bajo entre un par de dientes

Ahora, es posible determinar el punto de contacto
mas bajo entre un par de dientes. El primer punto
de contacto de un engrane, con su pareja, ocurre
cuando el radio de adendo del engrane intersecta
la normal comun. El &ngulo de rodado asociado al
radio de adendo esta dado por:

(19)

Entonces el punto de contacto mas bajo entre el
par de dientes cuyo contacto inicié para el valor
del angulo de rodado 6.1 esta dado por el angulo
de rodado 6 calculado por
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00 = 0, - -
t1 1 N1
donde
2z 2
“mn, Y %y,

A partir del angulo 6u es posible determinar el
radio correspondiente al punto de contacto mas
bajo entre un par de dientes, vea la imagen 2

(21)

(22)

IMAGEN 3: Determinacion del punto de contacto mas bajo entre
un par de dientes.

Determinacidn del punto de contacto mas
alto entre un Unico par de dientes

Para determinar el punto de contacto mas alto
entre un Unico par de dientes se requiere
determinar la distancia del centro del engrane a al
punto Ba.

RBZ = \ szl+ ElBZ2

Entonces

(23)

E,B, = E,E, —E,B, =CSeng—-/R%, —R%, (24)

De donde
Ry, =Ry’ +(CSeng, — R, —RS)’  (25)
El angulo de rodado &, viene dado por
(26)

Entonces, el angulo de rodado hasta el punto de
contacto mas alto entre un Unico par de dientes
esta dado, a partir del punto de contacto mas bajo
entre un par de dientes.

Oy = Oy, + 0, (27)

El radio correspondiente al angulo de rodado 6,,
esta dado por

Ry, = Ry 6?hzz +1 (28)

IMAGEN 4: Determinacion del punto de contacto mas alto entre
un unico par de dientes.

INTERFASE PARA LA COMPUTACION Y
GRAFICACION DE LOS ENGRANES

Con el fin de obtener el perfil de los dientes de los
engranes, incluyendo su filete, y eventualmente
realizar los calculos de los coeficientes
geométricos de resistencia y durabilidad de los
engranes se realiz6 una interface grafica de
usuario ---GUI, por su acronimo en inglés--- en el
programa Matlab™ | la imagen 4 muestra el perfil
completo de un diente de engrane, de paso
diametral 2 y con 22 dientes, el valor del angulo I
es necesario para dibujar el filete del engrane.
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IMAGEN 5: Grafica del perfil de un Gnico diente incluyendo su
filete.
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IMAGEN 6: Gréafica del perfil de los dientes del engrane
completo.

La imagen 6 muestra el perfil completo del
engrane del cual la imagen 5 muestra un Unico
diente.

CONCLUSIONES

Se presentd el analisis cinematico de la operacion
y la determinacién de las posiciones de operacion
critcas entre un par de engranes. Estas
posiciones junto con la determinacién precisa del
perfil del diente incluyendo el filete, constituyen la

base para determinar los coeficientes geométricos
de resistencia y durabilidad [6,7,8].
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