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Resumen

En este proyecto proponemos un método para encontrar soluciones al estado base del Hamiltoniano de
Matrix theory. Usamos una reprsentacion matricial para los grados de libertad fermiénicos con matrices
que satisfacen un algebra de Clifford generalizada. Aunque el Hamiltoniano estd originalmente
formulado en 11 dimensiones, existen argumentos validos en favor de la relevancia de modelos de
dimensiones menores y probamos, con un ejemplo sencillo, que nuestro método es Util para encontrar
solucién a modelos reducidos y es en principio posible también resolver el problema mas general.

Abstract

In this project we propose a method to find ground state solutions to the Hamiltonian of Matrix theory. We
use a Dirac-like gamma matrix representation for the fermionic degrees of freedom. The Hamiltonian is
originally formulated in eleven dimensions but we solve instead finite dimensional models. There exist in
the literature argumets in favor of the relevance of these dimensional reduced models and we proof, with
a simple particular finite dimensional model, that our procedure is effective to find solutions and that it is
also possible, in principle, to solve the complete (not reduced) eleven-dimensional model.
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INTRODUCCION

(Qué es la supersimetria?

En el modelo estandar de particulas, hay dos
clases de particulas, fermiones que conforman la
materia y bosones que hacen que la materia
interactie entre si por medio de fuerzas
fundamentales. Entendiendo esto, la idea en la
supersimetria es que tanto bosones como
fermiones son invariantes en las leyes que los
rigen, por lo que estos pueden ser intercambiables
entre si, viéndolo de otra forma, cada fermién tiene
un super compafiero bosonico y a su vez los
bosones poseen supercompafieros fermionicos
entonces hay un intercambio entre boson-fermion

(1].

En este trabajo consideramos un modelo que es
por construccion supersimétrico que tiene su
origen en teoria de supercuerdas. Este modelo es
conocido como matrix theory (teoria de matrices) y
proviene de una teoria que describe la dinamica
de objetos dos dimensionales Illamados
membranas. Estos objetos son una generalizacion
al concepto de particula y de cuerda.

La supersimetria es una de las teorias mas
aceptadas, aunque todavia no probada, en la
fisica tedrica, debido a que de ser cierta explica
parcialmente o en su totalidad muchas de las
cosas que no pueden ser explicadas con el
Modelo estandar de particulas, como la
bariogénesis o la materia oscura, ademas varias
de las teorias que tratan de unificar las fuerzas
fundamentales como las supercuerdas implican en
ellas la supersimetria.

Mecadnica cuantica supersimetrica

En el proyecto se tratd de encontrar el Estado
Base de un sistema, es decir la energia mas baja
que puede haber, teniendo en cuenta que la
energia no puede ser negativa, tenemos que, en
un sistema en mecanica cuantica, la energia
disminuye o aumenta en base a operadores, es
decir que la energia esta cuantizada por lo que
solo aumenta y disminuye con valores fijos, por lo

gue la forma de buscar el estado con menor
energia posible seria resolver la ecuacién

H¥0=0

A esto lo trasladamos a la mecénica cuéantica
supersimetrica, en esta tenemos un Hamiltoniano
con una parte tanto fermionica como bosonica, las
cuales son simétricas entre si por lo que llegamos
a la conclusién de que el estado base es invariante
entre estos dos tipos de particulas y si tomamos la
funcion y como fermionica y bosonica tenemos
gque hay ciertos operadores que convierte la
particula de bosonica a fermionica y viceversa.

Mathrix Theory

En este tema reside la particularidad de nuestro
proyecto, pero primero ¢,Qué es la Matrix Theory?

Este modelo fisico est4 basado en la teoria M que
en principio se formul6 como una teoria que
engloba a las cinco distintas teorias de cuerdas y a
la supergravedad y consiste en que cada grado de
libertas es posible verlo en una matriz. En cada
punto del espaciotiempo existe una matriz que lo
caracteriza. Este modelo tiene dos simetrias
necesarias por construcciéon, la primera es
supersimetria y la segunda es una invariancia ante
el grupo SU(N). Cabe destacar que en principio, la
teoria de matrices es solo relevante en el limite
cuando N es infinitamente grande. En este trabajo
usamos una representacion matricial para las
variables fermiénicas que convierte la ecuacién
para resolver el estado base, una ecuacion
diferencial matricial. Esto nos ayuda a simplificar
los calculos hechos para encontrar el Ground
State. Veremos que resulta muy til esta
representacion particular con un ejemplo de un
modelo de s6lo dos dimensiones y para el grupo
de simetria SU(2). En resumen, nuestro
procedimiento estd basado en el siguiente
proceso; (i) consideramos modelos para un grupo
de dimensibn N finita (i) Los operadores
relevantes que se actuaran sobre la funciéon de
onda son las supercargas y generadores de
simetria SU(N) (iii) Lal variables fermidnicas seran
representadas por matrices que satisfacen un
algebra de Clifford generalizada a elementos que
tienen dos indices. Por medio de esta
representacion, los operadores relevantes se
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vuelven operadores diferenciales matriciales que
actian sobre una funcion de onda de mudltiples
componentes. El nimero de componentes de la
funcién de onda depende de la dimension que se
utilice para representar las variables fermidnicas.

Matrix Model

El Matrix Model es un modelo de sistema cuantico
supersimétrico en SU(N) de gauge invariante.

Esta simetria adicional refleja a si misma como
primera restriccion de clase que deben/deberian
imponerse a la solucion funcién de onda para
hacer los estados cuanticos invariantes bajo las
transformaciones SU (N). Por lo que la siguiente
algebra debe ser cumplida

{Qa,0B}=26apH+2g(Im)appamGa 1)
Qa= (I'mAa) amam+igfabc(EmnAa)apbmepen (2)
Ga=fabc (pbmpcm-in2Abalca) 3)

[pam,wbn]=ihdabsmn

Qal¥™)=0 Ga|P”)y=0

Donde ¢am y mam son los grados de libertad
bosonicos y su momento respectivamente y Aa
son las variables fermionicas.

Método de Solucidon

En este trabajo nos vamos a restringir a un modelo
de dos dimensiones y al grupo de simetria SU(2).
En general, el nimero de supercargas depende
del nimero de componentes de un espinor en d
dimensiones, por lo que en nuestro caso la
ecuacion (2) nos da dos supecargas. Los indices
latinos toman los valores 1,2 (dimensiones) y los
indices griegos toman los valores 1,2
(supercargas). Las supercargas estan denotadas
por Q1y Q2 que son:

Q, = Aymi + Ay i + Ayni + Apnl—  Apnl+
Agym —gﬂu(:pécpi —EP%EPE}— Eﬂzz{#ﬁ%qﬁf—
oie}) — gan(o}el - ¢ie?)

Q, = Aymt + Ay wh + Agynl — Apni—  Apwi-—
Aqmh + gy (ehed —oled) - gan(eiel-

otol) — gha (ool — ple?)

El nimero de variables bosénicas y fermidnicas
debe coincidir para ser consistente con
supersimetria. En nuestro caso tenemos seis
variables bosénicas y fermiénicas. Dado que
vamos a representar las variables fermibnicas
como matrices, necesitaremos seis matrices que
satisfagan un algebra de Clifford generalizada a
elementos de dos indices que en nuestro caso
seran matrices de 8x8. Para poner a prueba
nuestro procedimiento podemos simplificar nuestro
problema si nos restringimos a un modelo
particular en el que @3 =@}=¢]=¢;=0,

:pi =x ygl =¢ donde c es una constante. Las
ecuaciones de esta simplificacion son:

Q, = Aypn} — gAgzkx
Q, = Ayyml + g Az kx

Donde 3.3z, 441, 43; son matrices

1 1 (@1 ﬁdz) 1 1 (Wa fﬂ1)
£ == £ ==

S AU I 7 vi\e wg

1 _ 1 goig Ghy 1 _i(iﬂ's wi)
112_«,-'5(@1 fn-".;) T F ey ws

0 0 0 0 00 0 —i

w =0 0 00} :(n 0 —i 0
000 0/“2Tlo ¢ 0 o0
0 0 0 0 i 0 0 0
0 ¢ 0 0 0 -1 0 0

w=| T 000, (—1 0 0 0
0 0o o ¢/*lo o0 01
0 0 —i 0 0 0 1 0
-1 0 0 0

ool 0 1 00

5lo o0 -1 0
00 0 1
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Entonces tenemos que @, y @, son matrices de
8x8, de hecho son operadores diferenciales
matriciales, y al resolver QI|E">= 0y QI|E">= 0

tenemos que |E"> queda definido como el vector
@)=t ¥ ¥ ow, W W, W) 8

y de cada una de las dos ecuaciones obtenemos 8
ecuaciones diferenciales acopladas para las ocho
componentes de la funcion de onda.

Como ejemplo resolveremos las ecuaciones de @,

ya que los valores de |E”> son iguales para las dos
supercargas.

Las 8 ecuaciones de @, |E"> = 0'son:
—gcx¥, + i =0
gex¥ +ai¥ =0
gex¥ +oi¥, =0
—gex'¥, +mie =0
—gox¥ + i, =0
gex¥, +mie =0
gex¥ +aid =0
—gox¥ + i =0

Pero siguiendo con la idea de simplificacion
podemos hacerlo para un caso aln mas particular
igualando =W, =P = y
':'.E'rz = g;.r} = ';;5 = g;.r}_.

1) nfW, — gex¥, = 0
2) n% ¥, + gox¥s = 0
Entonces tomemos la ecuacion 1

miW, — gex®, = 0
¥,

dx

¥,
‘ﬁ? —igex® =10

—ih —gex® =10

Pero ya por G4 |E"> = 0 tenemos ¥; = —i¥;

0w,
—:‘FLE—:QMLP’,_ =10
aw,
ﬁ¥+ gex'® =10
a%y gex'¥y
dx  h
1 8%, gex
W, o 8x  h
1 8%, J‘ gex
W, odx h
gext
In¥, =— o8 b
_gox®
llul =he Ih
_gox®
tlug = —ibe Ik

Y estas dos funciones son las dUnicas dos
componentes independientes de la funcién de
onda que originalmente tenia ocho componentes
independientes. Podemos ver que esta es la
solucién del estado base para el oscilador
arménico cuantico pero generalizada al modelo
supersimétrico de la matrix theory. Este ejemplo
sencillo nos demuestra que nuestro método es
bastante efectivo para encontrar soluciones vy
ademas podemos ver que algunos modelos
reducidos son fisicamente relevantes. En nuestro
caso, resolvimos el Hamiltoniano supersimétrico
correspondiente al oscilador armdnico cuantico.

CONCLUSIONES

En este trabajo consideramos un modelo
dimensionalmente reducido del Hamiltoniano de
Matrix theory para poner a prueba un método para
encontrar solucion a la funcién de onda del estado
de mas baja energia (estado base). El método
consiste en representar las variables fermionicas
por medio de matrices que satisfacen un algebra
de Clifford generalizada a elementos del algebra
gue tienen dos indices. Existen trabajos en los
gue discuten la posible relevancia de modelos de
dimensiones menores a once y nuestro método
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resulta Util para encontrar solucién al estado base
de estos modelos. Debido a que la dimension de
las matrices fermionicas aumenta de manera
considerable a medida que aumentan las
dimensiones, el problema general se vuelve
complicado de manejar, pero con nuestro método,
encontrar solucién es en principio posible. En este
trabajo nos limitamos a un modelo de dos
dimensiones y el grupo de simetria SU(2).

Ademas, hicimos una proyeccion de las variables
bosénicas a un modelo reducido. Pusimos a
prueba el método y mostramos su solucion.
Nuestro método abre la posibilidad de encontrar
solucién al modelo dimensionalmente completo y
seguir considerando modelos reducidos ya que
estos pueden ser fisicamente relevantes.
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